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POLYNOMES ASSOCIES AUX ENDOMORPHISMESDE GROUPES LIBRESJacques Peyri�ere, Wen Zhi-ying & Wen Zhi-xiongCet article r�epond �a certaines questions pos�ees dans [8]. Pour la commodit�e du lecteur,dans la premi�ere partie, les r�esultats de [8] sont repris, et dans certains cas pr�ecis�es.I. IntroductionOn d�esigne dans les sections 1, 2, 3, 4 et 5 par F le groupe libre �a deux g�en�erateurs, aet b: On note trA la trace de la matrice carr�ee A: Si ' est un homomorphisme de F dansSL(2;C); on note T' le triplet (tr'(a); tr'(b); tr'(ab)):L'image de T est C3 tout entier : pour s'en persuader, il su�t de consid�erer les ' telsque '(a) = �x �11 0 � et '(b) = � 0 ����1 y � :Si � et �0 sont des endomorphismes de F; on pose ��0 = �0 � �: On identi�era un�el�ement � de Hom(F;F ) au couple (�(a); �(b)) 2 F � F:Si w est un �el�ement de F; on d�esignera par ~w l'�el�ement de ZZ2; image de w parl'homomorphismed'ab�elianisation. Si � est un endomorphismede F; il d�e�nit, par ab�eliani-sation, un endomorphisme de ZZ2 dont nous d�esignerons par ~� la matrice transpos�ee. End'autres termes, ~� est la matrice carr�ee index�ee par fa; bg � fa; bg dont les coe�cientsd'interpr�etent de la fa�con suivante : si u et v appartiennent �a fa; bg; ~�u;v =somme despuissances de la lettre v dans �(u): On a �evidemment (��0)� = ~�~�0:On note � le polynôme �(x; y; z) = x2 + y2 + z2 � xyz � 4: On sait que, pour ' 2Hom(F;SL(2;C)); �(T') est nul si et seulement si '(a) et '(b) ont une direction proprecommune.LEMME 1. Soit A et B deux �el�ements de SL(2;C): On aAB +BA = tr(AB) � (trA)(trB) +A trB +B trA:D�emonstration. Le th�eor�eme de Cayley-Hamilton donne les relations suivantes :A�1 = trA �AB�1 = trB �B(AB)2 = AB tr(AB) � 1:2



Par ailleurs, on a BA = A�1ABABB�1= A�1(AB tr(AB) � 1)B�1= tr(AB) � (trA�A)(trB �B)= tr(AB) � (trA)(trB) +A trB +B trA �AB:LEMME 2. Soit w 2 F: Il existe alors quatre polynômes, P (j)w 2 ZZ[x; y; z] (j = 1; 2; 3; 4);tels que, pour tout ' 2 Hom(F;SL(2; C)); on ait'(w) = P (1)w (T') + P (2)w (T')'(a) + P (3)w (T')'(b) + P (4)w (T')'(ab):D�emonstration. Posons, pour simpli�er, '(a) = A; '(b) = B et T' = (x; y; z): On a alors,en vertu du th�eor�eme de Cayley-Hamilton et du lemme pr�ec�edent,A2 = xA � 1A�1 = x �AB2 = yB � 1B�1 = y �BBA = z � xy + yA + xB �AB:En outre, ABA = A(z � xy + yA + xB �AB)= A[z � yA�1 + xA�1B]= �y + zA + xB:Le lemme r�esulte alors de ces formules par r�ecurrence sur la longueur de w; suppos�e r�eduit.PROPOSITION 3. Soit w 2 F: Il existe alors un unique polynôme Pw 2 ZZ[x; y; z] tel que,pour tout ' 2 Hom(F;SL(2; C)); on aittr '(w) = Pw(T'):D�emonstration. L'existence r�esulte du lemme pr�ec�edent :tr '(w) = 2P (1)w (T') + P (2)w (T')tr'(a) + P (3)w (T')tr'(b) + P (4)w (T')tr'(ab):L'unicit�e r�esulte de la surjectivit�e de T:Cette proposition, avec une d�emonstration l�eg�erement di��erente, �gure dans [1].THEOREME 4. Soit � 2 Hom(F;F ): Il existe alors un unique �� 2 (ZZ[x; y; z])3 tel que,pour tout ' 2 Hom(F;SL(2; C)) on aitT (' � �) = ��(T'):3



D�emonstration. Cela r�esulte simplement de la proposition pr�ec�edente, appliqu�ee aux �el�e-ments '(a); '(b) et '(ab) de F:PROPOSITION 5. Quels que soient �1 et �2 dans Hom(F;F ); on a��1�2 = ��1 � ��2 :D�emonstration. On aT (' � �2 � �1) = ��1(T (' � �2)) = ��1 � ��2(T');d'o�u le r�esultat �a cause de l'unicit�e de ��1�2 :PROPOSITION 6. Quels que soient w 2 F et � 2 Hom(F;F ); on aP�(w) = Pw � ��:D�emonstration. Soit �0 l'�el�ement de Hom(F;F ) ainsi d�e�ni : �0(a) = w; �0(b) = b:Alors Pw et P�(w) sont les premi�eres composantes de ��0 et de ��0� respectivement. Or��0� = ��0 � ��; d'o�u le r�esultat.THEOREME 7. Soit � 2 Hom(F;F ): Il existe alors un polynômeQ� 2 ZZ[x; y; z] tel que l0on ait � � �� = � �Q�:D�emonstration. Soit '�Hom(F;SL(2;C)) tel que �(T') = 0: Alors '(a) et '(b) ont unedirection propre commune. Il en est donc de même de '(�(a)) et de '(�(b)): Par suite�('�(T')) = 0:L'existence de Q� avait �et�e conjectur�ee dans [3] et prouv�ee dans [8].PROPOSITION 8. Si �1 et �2 sont deux �el�ements de Hom(F;F ) on aQ�1�2 = Q�2 �Q�1 � ��2 :D�emonstration. On a� � ��1�2 = (� � ��1) � ��2 = (� �Q�1 ) � ��2 = � �Q�2 �Q�1 ���2 :PROPOSITION 9. Si w et w0 sont deux �el�ements de F tels que ~w = ~w0; alors Pw � Pw0est divisible par �:D�emonstration. Si ' est un homomorphisme de F dans SL(2;C) tel que '(a) et '(b)ont une direction propre commune, on a Pw(T') = Pw0(T'); comme on peut le voir entrigonalisant simultan�ement '(a) et '(b): Par suite le polynôme Pw � Pw0 s'annule sur lesz�eros de �: 4



Soit 
 la vari�et�e des z�eros de �: Le th�eor�eme 7 dit que 
 est stable par tout ��: Laproposition 9 dit que la restriction de �� �a 
 ne d�epend que de l'ab�elianis�e ~� de �:PROPOSITION 10. Si � 2 Aut(F ); alors det�0� = �1:D�emonstration. Di��erentions la relation ���1 � �� = id et prenons les d�eterminants. Onobtient det(�0��1 � ��)det(�0�) = 1:Comme ces d�eterminants sont des polynômes �a coe�cients entiers, il sont n�ecessairementconstants, �egaux �a �1:LEMME 11. Pour tout � 2 Hom(F;F ); on a Q�(0; 0; 0) = 0 ou 1.D�emonstration. Il su�t de consid�erer ' 2 Hom(F;SL(2; C)) tel que '(a) = � 0 1�1 0� et'(b) = � 0 ii 0� :Nous donnerons plus loin un r�esultat plus pr�ecis que celui-ci.PROPOSITION 12. Si � 2 AutF; on a Q� = 1:D�emonstration. Ceci r�esulte de la proposition 8 et du lemme 11.II. D�etermination du noyau de �:Comme l'ont observ�e Kolar et Ali [3], les polynômes de Chebyschev interviennentnaturellement dans ce contexte.Consid�erons les deux suites de polynômes ftngn2ZZ et fungn2ZZ satisfaisant la mêmerelation de r�ecurrence tn+1(x) + tn�1(x) = x tn(x)un+1(x) + un�1(x) = xun(x)avec les conditions initialest0(x) = 2; t1(x) = x; u0(x) = 0; u1(x) = 1:Il est facile de v�eri�er les faits suivants :t�n = tn; d0tn =j n ju�n = �un; d0un = n� 1 si n � 1tn(2 cos') = 2 cosn'un(2 cos') = sinn'sin'tn(x) = xun(x) � 2un�1(x):L'int�erêt pour nous de ces polynômes vient du lemme suivant dont la d�emonstrationpar r�ecurrence est imm�ediate. 5



LEMME 1. Si A est une matrice carr�ee telle que A2 = xA� 1; alors, pour tout n 2 ZZ; ona An = un(x)A � un�1(x)et, si A est une matrice 2� 2; tr An = tn(x):LEMME 2. Soit w = am1bn1am2bn2 � � � amkbnk un �el�ement de F: On suppose que, si k > 0;on a m1m2 � � �mkn1 � � � nk 6= 0; (si k = 0; par convention w = e): Alors d0zPw = k; (o�u d0zd�esigne le degr�e par rapport �a la variable z):D�emonstration. Elle se fait par r�ecurrence sur k: Le lemme est vrai pour k = 0: Supposons-le vrai pour k � `� 1:Soit w = am1bn1am2bn2 � � � am`bn` = w1am`bn` : On a, si T' = (x; y; z);'(w) = '(w1)[um`(x)'(a) � um`�1(x)][un`(y)'(b) � un`�1(y)]:La trace de '(w) est donc combinaison lin�eaire �a coe�cients polynômiaux en x et y destraces de '(w1ab); '(w1a); '(w1b) et '(w1): Puisque, pour calculer des traces de produits,on peut op�erer des permutations circulaires, l'hypoth�ese de r�ecurrence montre que lestraces de '(w1a); '(w1b) et '(w1) ont un degr�e en z inf�erieur ou �egal �a `� 1:Ainsi donc le degr�e en z du polynômetr'(w) � tr('(w1ab))um` (x)un`(y)est strictement inf�erieur �a `:R�ep�etant le même argument aux autres facteurs de w; on obtient que le degr�e en zdu polynôme tr'(w)� tr('[(ab)`]) Ỳj=1[umj (x)unj (y)]est au plus `� 1:Mais tr'(ab)` = t`(z) est un polynôme en z de degr�e `: Ceci ach�eve la d�emonstration.LEMME 3. Si w 2 F est tel que Pw = �z (� 2 ZZ); alors � = 1 et l'on a w = uabu�1 ouw = ua�1b�1u�1 pour un u 2 F:D�emonstration. Si � = 0; le lemme pr�ec�edent montre que la r�eduction cyclique de w este; am ou bn: Dans aucun de ces cas on obtient Pw = 0: Donc � 6= 0:Le lemme pr�ec�edent montre alors que la r�eduction cyclique de w est ambn (avecmn 6= 0): Alors le lemme 1 montre que l'on aPw(x; y; z) = um(x)un(y)z � yum�1(x)un(y) � xum(x)un�1(y)+ 2um�1(x)un�1(y):Or um(x)un(y) = � implique j m j=j n j= 1 et � = mn: Si mn = �1; alors l'un desdeux termes yum�1(x)un(y) ou xum(x)un�1(y) reste seul, ce qui est impossible. Doncm = n = �1; d'o�u le lemme. 6



LEMME 4. Soit w 2 F: Alors1�) Si Pw = �x; on a � = 1 et w = uau�1 ou w = ua�1u�1:2�) Si Pw = �y; on a � = 1 et w = ubu�1 ou w = ub�1u�1:D�emonstration. Suppposons que l'on ait Pw = �x: Consid�erons l'�el�ement � 2 Hom(F;F )ainsi d�e�ni : �(a) = ab; �(b) = b�1: On a ��(x; y; z) = (z; y; x); donc, en vertu dela proposition I.3, on a P�(w)(x; y; z) = Pw � ��(x; y; z) = �z: On en d�eduit (lemmepr�ec�edent) que � = 1 et que �(w) = uabu�1 ou �(w) = ua�1b�1u�1: Mais � est unisomorphisme : ��1(a) = ab; ��1(b) = b�1: On a donc w = ��1(u)a��1(u�1) ou w =��1(u)b�1a�1b��1(u�1):Pour d�emontrer la seconde assertion, on utilise de la même fa�con l'isomorphisme(a�1; ab):THEOREME 5. Pour � 2 Hom(F;F ) les propri�et�es suivantes sont �equivalentes :1�) �� = id2�) � est soit un automorphisme int�erieur, soit un automorphisme int�erieur compos�e avecl'involution (a�1; b�1):D�emonstration. Il est clair que la seconde propri�et�e implique la premi�ere. Supposons quel'on ait �� = id: Il r�esulte du lemme pr�ec�edent que l'on a�(a) = ua� u�1 avec � = �1 et u 2 Fet �(b) = v b� v�1 avec � = �1 et v 2 F:On sait par ailleurs (proposition I-9) que � divise P�(ab) � Pa�b� : Comme P�(ab) = z etPa�1b = Pab�1 = xy � z on a � = �: Quitte �a composer avec l'involution (a�1; b�1); onpeut supposer que l'on a � = � = 1:Supposons que les mots uau�1 et vbv�1 soient r�eduits. Si u = v = e; il n'y a rien �ad�emontrer. Sinon, supposons que j u j�j v j (o�u j u j d�esigne la longueur de u): On a alorsu = u0bn avec n 6= 0; la derni�ere lettre de u0 �etant a; si j u0 j> 0: Dans ces conditions on a�(ab) = u0bnab�nu0�1vbv�1d'o�u z = P(ab�nu0�1vbv�1u0bn):Utilisant une nouvelle fois le lemme 3, on obtient que u0�1v = bk: L'irr�eductibilit�e de vbv�1implique alors u0 = v: Ceci montre que � est un automorphisme int�erieur.7



III. Applications polynomiales laissant � invariant. Caract�erisation des � telsque Q� = 1:On d�esigne par R un domaine d'int�egrit�e de caract�eristique nulle et par A l'ensembledes  2 (R[x; y; z])3 tels que � �  = �:L'ensemble A contient f�� ; � 2 autFg: Il sera commode de consid�erer les �el�ementssuivants de autF : � = (b; a) ; � = (a; b�1) ; 
 = (ab; b�1):Les � correspondants sont : ��(x; y; z) = (y; x; z)��(x; y; z) = (x; y; xy � z)�
(x; y; z) = (z; y; x):On consid�erera aussi les applications polynomiales suivantes :�(x; y; z) = (�x;�y; z)et �(x; y; z) = (�x; y;�z):Ces applications polynomiales sont �egalement dans A:Nous allons montrer que A est engendr�ee par ��; ��; �
 ; � et �:LEMME 1. Si  = ( 1;  2;  3) appartient �a A; alors on a, pour i = 1; 2; 3; d0 i � 1:D�emonstration. Si, par exemple,  3 �etait constant, �egal �a c; on aurait 21 +  22 � c 1 2 = x2 + y2 + z2 � xyz � c2:Or, le premier membre de cette expression est r�eductible dans un corps, extension conven-able de R; alors que le second membre ne l'est pas.Notons deg la somme d0 1 + d0 2 + d0 3 et posonsL = f 2 A ; deg = 3g:LEMME 2. L est le groupe engendr�e par ��; �
 et �:D�emonstration. Appelons les variables x1; x2; x3 au lieu de x; y; z: Soit  2 L: On a j(x) = `j + uj o�u `j est un polynôme homog�ene de degr�e 1 et uj 2 R: On a3Xj=1(`j + uj)2 � (`1 + u1)(`2 + u2)(`3 + u3) = x21 + x22 + x23 � x1x2x3:L'identi�cation des termes de degr�e 3 donne `j = vjx�(j) o�u vj 2 R; et � 2 S3 et v1v2v3 = 1:L'identi�cation des termes quadratiques donne alors u1 = u2 = u3 = 0; v21 = v22 = v23 = 1:8



Il est d�es lors facile de se convaincre que  est dans le groupe engendr�e par ��; �� et�:LEMME 3. Soit  = ( 1;  2;  3) 2 A tel que deg  > 3: Alors, il existe � 2< �; �; 
 >; legroupe engendr�e par �; � et 
; tel que deg(�� �  ) < deg  :D�emonstration. Puisque �� et �
 sont des transpositions distinctes de deux composantes,quitte �a remplacer  par �� �  ; avec � 2< �; 
 >; on peut supposer que d0 3 � d0 2 �d0 1 � 1:Puisque deg > 3; on a d0 3 � 2: Or ( 3 � 1 2) 3 + 22 + 21 = x2 + y2 + z2� xyz:Si l'on avait d0 3 6= d0 1 2 on aurait 3 = sup(d0 3; d0 1 2) + d0 3 � 4: On a doncd0 3 = d0 1 2; d'o�u d0 3 > d0 2: Si l'on avait d0( 3� 1 2) = d0 3; on aurait 2d0 3 = 3;donc on a d0( 3 �  1 2) < d0 3: Ceci montre que deg�� �  < deg : Ceci ach�eve lad�emonstration du lemme.THEOREME 4. A est le groupe engendr�e par ��; ��; �
 et �:D�emonstration. Il su�t d'appliquer de fa�con r�ep�etitive le lemme pr�ec�edent pour se ramenerau lemme 2.THEOREME 5. L'ensemble des � 2 Hom(F;F ) tels que Q� = 1 est l'ensemble desautomorphismes de F:D�emonstration. Dire que Q� = 1 �equivaut �a dire �� 2 A: Si �� 2 A; le lemme 3 permetde montrer l'existence d'un � 2< �; �; 
 > tel que �� � �� 2 f�; �g: Mais, en vertu deslemmes II.3 et II.4, on a alors �� � �� = id: Il en r�esulte (th�eor�eme II.5) que � � � est unautomorphisme, donc aussi �:LEMME 6. Si iw d�esigne l'automorphisme int�erieur u! wuw�1 de F: On aia = ���
�
�� et ib = �ia�:D�emonstration. Elle se fait par v�eri�cation directe.THEOREME 7. L'ensemble des automorphismes de F est le groupe engendr�e par �; � et
:D�emonstration. Soit � 2 AutF: Alors �� 2 A: Comme pr�ec�edemment, il existe � 2<�; �; 
 > tel que �� � �� = id: Le th�eor�eme II.1 montre alors que � � � est soit unautomorphisme int�erieur, soit un automorphisme int�erieur compos�e avec (a�1; b�1); quin'est autre que (��)2: Le th�eor�eme r�esulte alors du lemme pr�ec�edent.Remarque. Ce th�eor�eme est un r�esultat ancien de Nielsen [5] [6], mais la d�emonstrationque nous en donnons ne fait pas appel �a la d�elicate th�eorie de la r�eduction de Nielsen.9



IV. Etude des relations �� = �� et Q� = 0:Notons F � l'ensemble des �el�ements w de F qui sont image d'un g�en�erateur par unautomorphisme de F:THEOREME 1. Soit � et � deux endomorphismes de F tels que �(a); �(b) et �(ab) soientdans F �: Alors les assertions suivantes sont �equivalentes :1�) �� = ��2�) � (a); � (b) et � (ab) sont conjugu�es respectivement �a �(a) ou �(a)�1; �(b) ou �(b)�1;�(ab) ou �(ab)�1 :D�emonstration. Il est clair que la seconde assertion implique la premi�ere, et et ce sansqu'il soit n�ecessaire de faire d'hypoth�eses sur �:Supposons que l'on ait �� = �� et �(a) = �(a); �(b) = �(b) et �(ab) = �(ab) (o�u �; �et � sont des automorphismes de F ): On a alors ���1� = ���1� ; d'o�u en vertu du lemmeII.4, ��1� (a) = ua�1u�1 pour un u 2 F: Par suite � (a) = �(u)�(a)�1�(u)�1: On op�ere demême pour � (b) et � (ab):THEOREME 2. Pour des automorphismes � et � de F; les assertions suivantes sont�equivalentes :1�) �� = ��2�) ~� = �~�3�) � = �iw ou � = �(��)2iw pour un w 2 F:D�emonstration. L'�equivalence des assertions 1�) et 3�) est une simple reformulation duth�eor�eme II.1. L'�equivalence de ces assertions avec la seconde r�esulte de la caract�erisation,en termes de leurs matrices, des automorphismes int�erieurs de F ([6]).PROPOSITION 3. Si � est un endomorphisme de F; non injectif, il existe deux entiers met n et un �el�ement w de F tel que �(a) = wm et �(b) = wn:D�emonstration. On utilise la th�eorie de la r�eduction de Nielsen ([6],[7]). Etant donn�e� 2 Hom(F;F ) arbitraire, il existe un automorphisme � de F tel que l'une des �eventualit�essuivantes se produise :1�) Le couple (��(a); ��(b)) est r�eduit au sens de Nielsen,2�) ��(a) est r�eduit au sens de Nielsen et ��(b) = e:3�) ��(a) = ��(b) = e:Dans le premier cas �� est injectif, d'o�u la proposition.LEMME 4. Soit  = ( 1;  2;  3) 2 (R[x; y; z])3 (o�u R est un domaine d'int�egrit�e decaract�eristique nulle) tel que l'on ait � �  = 0: Alors, il existe � 2 AutF tel que �� �  ait sa premi�ere composante constante. 10



D�emonstration. On peut �evidemment supposer que l'on a d0 1 � d0 2 � d0 3: Larelation �� = 0 s'�ecrit  3( 3� 1 2) = 4� 21� 22; d'o�u l'on d�eduit d0( 3� 1 2) � d0 2:Supposons que l'on ait d0( 3 �  1 2) � d0 3: On a alors d0 2 = d0 3 et d0 1 + d0 2 +d0 3 � 2d0 3 et, donc,  1 = c 2 R: Par une proc�edure de descente analogue �a celle de lad�emonstration du th�eor�eme II.4, par composition par divers �� on peut faire faire d�ecrô�tredeg tant que l'une de ses composantes n'est pas constante.THEOREME 5. Pour � 2 Hom(F;F ); Q� � 0 si et seulement si � n'est pas injectif.D�emonstration. Supposons � non injectif. En vertu de la proposition 3, il existe � 2 AutFtel que ��(b) = e:Or, on sait que Q�� = Q�Q����: Or, il est facile de v�eri�er queQ�� = 0:Comme Q� � 1; cela implique Q� � 0:Supposons maintenant que l'on ait Q� � 0: En vertu du lemme pr�ec�edent, il existe� 2 AutF tel que la premi�ere composante de ��� soit constante. Le lemme II.2 montrealors que ��(a) = e; ce qui prouve que � n'est pas injective.V. Autres propri�et�es des polynômes Q�:THEOREME 1. Pour tout � 2 EndF; on a les faits suivants :1. Q�(2�; 2�; 2��) = (det�)2 pour tous �; � 2 f�1; 1g:2. � divise le polynôme det�0� � (det �)Q� :D�emonstration. Observons d'abord que si p et q sont deux entiers rationnels on aPapbq (x; y; z) = zup(x)uq(y) � xup(x)uq�1(y) � yup�1(x)uq(y)+2up�1(x)uq�1(y):Si � et � valent �1; il est facile de v�eri�er quePapbq (2�; 2�; 2��) = 2�p�qet de calculer le gradient de Papbq :P 0apbq(2�; 2�; 2��) = (�p(p � q); �q(q � p); ��pq)�p�q:Consid�erons maintenant un �el�ement de � de EndF dont la matrice est ~� = � p qr s� :Ce qui pr�ec�ede montre que le point (2; 2; 2) est point �xe pour �� et que l'ensemblef(2�; 2�; 2��) ; �; � 2 f�1; 1gg est globalement invariant par ��:D�emontrons la premi�ere assertion. Di��erentions deux fois la relation � � �� = � �Q�au point ! = (2�; 2�; 2��): On obtientt�0�(!)�00(�(!))�0�(!) = �00(!)Q�(!)11



en ayant tenu compte de ce que �(!); �0(!) et �0(��(!)) sont nuls. Par ailleurs, �� �(Papbq ; Parbs ; Pap+rbq+s) est un multiple de �: Par cons�equent, on obtient �0�(!) en di��eren-tiant en ! la fonction (Papbq ; Parbs; Pap+rbq+s): Tous calculs faits on obtient la premi�ereassertion.Pour d�emontrer la seconde assertion, nous allons montrer que la polynôme det�0� �(det �)Q� s'annule en su�samment de points de 
:Consid�erons le point !(t; u) = (2 cos t; 2 cosu; 2 cos(t+u)) de 
: Son image par �� estle point !(pt+ qu; rt+ su) que nous noterons ! � ~�(t; u):Par di��erentiation de la relation �� � ! = ! � ~�; on obtient(�0� � !) � @!@t ^ (�0� � !) � @!@u = (det �)(@!@t � ~�) ^ (@!@u � ~�):Par ailleurs, on �etablit facilement la relation@!@t ^ @!@u = ��0 � !o�u l'on a fait les identi�cations n�ecessaires.La relation � � �� = � �Q� donne par di��erentiation, en observant que � � ! = 0;(�0 � �� � !)(�0� � !)V = (Q� � !)(�0 � !) � Vo�u V est un vecteur arbitraire. Compte tenu des relations pr�ec�edentes, ceci s'�ecrit encoredet�@!@t � ~�; @!@u � ~�; (�0� � !) � V� = (Q� � !)det(@!@t ; @!@u ; V )d'o�udet�(�0� � !) � @!@t ; (�0� � !) � @!@u ; (�0� � !) � V� = (det �)(Q� � !)det(@!@t ; @!@u ; V ):Ceci montre l'�egalit�e det(�0� � !) = (det �)(Q� � !) en chaque point o�u le gradient de !n'est pas nul.THEOREME 2.1. Q�(0; 0; 0) vaut 0 ou 1 selon que det � est pair ou impair.2. ��(0; 0; 0) = (0; 0; 0) si et seulement si det� est impair.3. Q0�(0; 0; 0) = 0:4. Si det� est impair, Q00�(0; 0; 0) est diagonal n�egatif.D�emonstration.Nous allons calculer ��(0; 0; z): Pour ce faire, consid�erons ' 2 Hom(F;SL(2;C)) telque '(a) = � 0 1�1 0� et '(b) = � 0 ���1� 0 � ; avec � + ��1 = z: On a �evidemment'(a)2 = '(b)2 = �1 et, donc tout produit d'un certain nombre de '(a) et de '(b) est12



r�eductible �a l'une des formes �'((ab)n); �'((ab)na); �'((ba)n) ou �'((ba)nb) dont lestraces respectives sont �tn(z); 0, �tn(z) et 0 (o�u tn est un polynôme de Chebyschev depremi�ere esp�ece, cf. II).Ceci nous conduit �a d�e�nir le proc�ed�e suivant de r�eduction d'un �el�ement de F : onremplace autant de fois qu'il est possible a2 et b2 par -1. Ainsi le mot aba2b3 donne �a:R�eduisons ainsi les mots �(a) et �(b): On obtient respectivement ���(a) et ���(b) o�u� et � valent �1: Nous pouvons dresser le tableau suivant qui donne, pour les di��erentesvaleurs possibles de ��(a) et ��(b); en premi�ere ligne, ��(0; 0; z) et, en seconde, Q�(0; 0; z)en termes des polynômes de Chebyschev t et u en la variable z:��(b)��(a) (ab)n (ab)na (ba)n (ba)nb(ab)m (tm; tn; tm+n)0 (tm; 0; 0)u2m (tm; tn; tm�n)0 (tm; 0; 0)u2m(ab)ma (0; tn; 0)u2n (0; 0;�tm�n)u2m�n (0; tn; 0)u2n (0; 0; tm+n+1)u2m+n+1(ba)m (tm; tn; tm�n)0 (tm; 0; 0)u2m (tm; tn; tm+n)0 (tm; 0; 0)u2m(ba)mb (0; tn; 0)u2n (0; 0; tm+n+1)u2m+n+1 (0; tn; 0)u2n (0; 0;�tm�n)u2m�nOn observe que Q�(0; 0; z) = u�(z)2 o�u � = det ��: Il est clair, par ailleurs, que det �et det �� ont même parit�e. La premi�ere assertion r�esulte alors de ce que un(0) = sinn�2 :La seconde assertion r�esulte de l'examen du tableau, compte tenu de ce que tn(0) =2 cosn�2 :La troisi�eme assertion r�esulte simplement de la parit�e de u2n:D�emontrons la derni�ere assertion. D'abord, il est facile de d�eterminer ��(x; 0; 0)et ��(0; y; 0): En e�et soit � = (a�1; ab) 2 EndF: On a �� (x; y; z) = (x; z; y) et parcons�equent ��� (x; y; z) = ��(x; z; y); ce qui permet par le proc�ed�e pr�ec�edent de d�eterminer��(0; y; 0): De la même fa�con pour calculer ��(x; 0; 0) on utilise � = (ab; b�1):Supposons que det� = 1(mod2): Ce qui pr�ec�ede montre que deux des composantesde chacune des fonctions ��(x; 0; 0); ��(0; y; 0) et ��(0; 0; z) sont nulles alors que les13



troisi�emes sont de la forme �pn1(x); �pn2(y); �pn3(z) respectivement, les entiers n1; n2;n3 �etant impairs. Par ailleurs, en vertu du th�eor�eme 1, compte tenu de Q�(0; 0; 0) = 1;on a det�0�(0; 0; 0) = 1 (mod 2). Comme p0ni(0) = nisinni�2 6= 0 (pour i = 1; 2; 3); on end�eduit que la matrice �0�(0; 0; 0) a un terme non nul et un seul aussi bien dans chaqueligne que dans chaque colonne et que ses termes non nuls sont, au signes pr�es, n1; n2 et n3:Autrement dit t�0�(0; 0; 0)�0�(0; 0; 0) est une matrice diagonale dont les �el�ements diagonauxsont des carr�es de nombres impairs.Di��erentions maintenant deux fois �a l'origine la relation � � �� = � �Q�: On obtientt�0�(0; 0; 0)�00(0)�0�(0; 0; 0) = �00(0) � 4Q00�(0; 0; 0)en ayant tenu compte des relations �(0; 0; 0) = �4 et �0(0; 0; 0) = 0: La conclusion r�esultede �00(0) = 0@ 2 0 00 2 00 0 21A :Prenons un exemple : � = (aba2b2a; aba3bab): Calculons ��(0; 0; z): La r�eduction de� donne (aba;�(ab)3) donc��(0; 0; z) = (0;�t3(z); 0) = (0; 3z � z3; 0)et Q�(0; 0; z) = u3(z)2 = (z2 � 1)2:Pour calculer ��(x; 0; 0); multiplions � par (ab; b�1); on obtient (babab; bab); qui est r�eduit.Donc ��(x; 0; 0) = (0; 0;�t1(x)) = (0; 0;�x)et Q�(x; 0; 0) = u1(x)2 = 1:De fa�con analogue, on obtient��(0; y; 0) = (p3(y); 0; 0) = (y3 � 3y; 0; 0)et Q�(0; y; 0) = (y2 � 1)2:Ensuite on a�2Q00�(0; 0; 0) = 0@ 0 0 �1�3 0 00 3 0 1A0@ 0 �3 00 0 3�1 0 01A� I d0o�u Q00�(0; 0; 0) =0@ 0 0 00 �4 00 0 �41A :14



VI. Cas d'un groupe libre �a plus de deux g�en�erateursAvant de passer �a la g�en�eralisation partielle de ce qui pr�ec�ede, nous avons besoin d'uncertain nombre de lemmes sur SL(2;C):LEMME 1. Soit A et B deux �el�ements de SL(2;C): On aABA = Atr AB �B�1et tr(ABA) = (tr A)(tr AB) � (tr B):D�emonstration. On a, par Cayley-Hamilton, AB + (AB)�1 = trAB; d'o�uABA +B�1 = A trAB:LEMME 2 (Formule de Fricke). Si A et B sont deux �el�ements de SL(2;C); on atr(ABA�1B�1) = (tr A)2 + (tr B)2 + (tr AB)2 � (tr A)(tr B)(tr AB) � 2:D�emonstration. Une utilisation r�ep�et�ee du th�eor�eme de Cayley-Hamilton suivie de celledu lemme pr�ec�edent donneABA�1B�1 = AB(trAB �BA)= AB trAB �A(B trB � 1)A= AB trAB � (A trAB �B�1)trB +A trA � 1d'o�u le r�esultat, en prenant les traces des deux membres.Consid�erons maintenant trois �el�ements A1; A2; A3 de SL(2;C) dont les traces sontrespectivement x1; x2 et x3: On note y1; y2 et y3 les traces de A2A3; A3A1 et A1A2:LEMME 3. On a tr A1A2A3 + tr A1A3A2 = x1y1 + x2y2 + x3y3 � x1x2x3:D�emonstration. En vertu du lemme I.1, on aA2A3 +A3A2 = y1 � x2x3 + x3A2 + x2A3d'o�u A1A2A3 +A1A3A2 = (y1 � x2x3)A1 + x3A1A2 + x2A1A3;d'o�u le r�esultat.LEMME 4. On a(tr A1A2A3)(tr A1A3A2) == x21 + x22 + x23 + y21 + y22 + y32 � x1x2y3 � x2x3y1 � x3x1y2 + y1y2y3 � 4:15



D�emonstration. Utilisant le lemme 1 de deux fa�cons, on obtientA1A2A3A1A3A2 = (A1tr(A1A2A3) �A�13 A�12 )A3A2= A1A2(y2A3 �A�11 )A2d'o�uA1A3A2tr(A1A2A3) = A�13 A�12 A3A2 + y2A1A2A3A2 �A1A2A�11 A2= A�13 A�12 A3A2 + y2A1(y1A2 �A�13 )�A1(A2tr(A2A�11 ) �A1)= A�13 A�12 A3A2 + y2A1(y1A2 � x3 +A3) �A1A2(x1x2 � y3)+ x1A1 � 1;d'o�u le r�esultat.COROLLAIRE 5. Les nombres tr(A1A2A3) et tr(A1A3A2) sont les racines de l'�equationsuivante, dont l'inconnue est z :z2 � p(X;Y )z + q(X;Y ) = 0o�u p(X;Y ) = x1y1 + x2y2 + x3y3 � x1x2x3et q(X;Y ) =x21 + x22 + x23 + y21 + y22 + y23 � x1x2y3 � x2x3y1 � x3x1y2 + y1y2y3 � 4:Nous venons de d�e�nir les polynômes p et q en les variables X = (x1; x2; x3) etY = (y1; y2; y3): Posons �(X;Y; z) = z2 � p(X;Y )z + q(X;Y ):PROPOSITION 6. Le polynôme � est irr�eductible dans C[X;Y; z]:D�emonstration. Si � �etait d�ecomposable, le polynôme p2�4q serait un carr�e dans C[X;Y ]:Il en serait de même du polynôme (p2 � 4q)(0; 0; 0; y1; y2; y3) dans C[y1; y2; y3]: Or (p2 �4q)(0; 0; 0; y1; y2; y3) est de degr�e 3, c'est donc impossible.Notons V la sous-vari�et�e alg�ebrique de C7; ensemble des z�eros de �: Elle est irr�educti-ble. D�esignons par T l'application de [SL(2;C)]3 dans C7 ainsi d�e�nie :T (A1; A2; A3) = (trA1; trA2; trA3; trA2A3; trA3A1; trA1A2; trA1A2A3):Il r�esulte du corollaire 5 que l'image de T est contenue dans la vari�et�e V:PROPOSITION 7. L'image de T est la vari�et�e V:16



D�emonstration. Donnons-nous un point (x1; x2; x3; y1; y2; y3; z) 2 V: Nous avons �a con-struire trois matrices A1; A2; A3 telles que T (A1; A2; A3) = (x1; x2; x3; y1; y2; y3; z): Nousallons distinguer plusieurs cas- l'une des expressions �(x1; x2; y3); �(x2; x3; y1); �(x3; x1; y2) n'est pas nulle.Traitons le cas o�u �(x1; x2; y3) 6= 0: Prenons A1 = � x1 1�1 0� ; A2 = � 0 ���1� x2 � ;A3 = � t uv x3 � t� : Nous devons en outre avoirtx1 + v � u = y2� ��1v + �u+ x2(x3 � t) = y1�t+ (x2 � ��1x1)v + ��1(x3 � t) = z� + ��1 = y3t(x3 � t)� uv = 1:Les trois premi�eres �equations forment un syst�eme lin�eaire en t; u; v dont le d�eterminant,compte tenu de la quatri�eme �equation, vaut ��(x1; x2; y3); qui est non nul par hypoth�ese.La compatibilit�e avec la derni�ere �equation est assur�ee par la relation�(x1; x2; x3; y1; y2; y3; z) = 0:- �(x1; x2; y3) = �(x2; x3; y1) = �(x3; x1; y2) = 0 et l'un au moins des j xi j est di��erentde 2.Traitons le cas j xi j6= 2:On v�eri�e que l'on peut prendre les trois matrices soit sous la forme� t 00 t�1��u 10 u�1�� v 0w v�1� ;soit sous la forme � t 00 t�1��u 01 u�1�� v w0 v�1� :- En�n dans le dernier cas, on peut choisir pour A1; A2; A3 les matrices �I; �I; �I:PROPOSITION 8. Les conditions suivantes sont �equivalentes :1. A1; A2; A3 ont une direction propre commune.2. �(x1; x2; y3) = �(x2; x3; y1) = �(x3; x1; y2) = 0 et tr A1A2A3 = tr A1A3A2:3. �(x1; x2; y3) = �(x2; x3; y1) = �(x3; x1; y2) = �(X;Y ) = 0o�u � = p2 � 4q:D�emonstration. Clairement les assertions 2 et 3 sont �equivalentes et sont impliqu�ees parla premi�ere. 17



Supposons donc que l'on ait �(x1; x2; y3) = �(x2; x3; y1) = �(x3; x1; y2) = 0 et queA1; A2; A3 n'aient pas de direction propre commune. Comme les op�erateurs A1; A2; A3ont deux �a deux une direction propre commune, on peut dans une base convenable lesrepr�esenter par des matrices de la forme� t 00 t�1��u �0 u�1� et � v 0� v�1� avec �� 6= 0 et t 6= �1:On v�eri�e alors que trA1A2A3 = tuv+(tuv)�1+��t et trA1A3A2 = tuv+(tuv)�1+��t�1:Et donc trA1A2A3 6= trA1A3A2: Ceci ach�eve la d�emonstration.Nous pouvons maintenant envisager de g�en�eraliser la section I au cas d'un groupe libreayant un nombre �ni de g�en�erateurs. Nous consid�erons d'abord le cas de F3; le groupe libreengendr�e par a1; a2; a3: Si ' est un homomorphisme de F3 dans SL(2;C); nous poseronsT' = T ('(a1); '(a2); '(a3)):PROPOSITION 9. Si w 2 F3; il existe un polynôme P 2 ZZ[X;Y; z]; unique modulo �; telque pour tout ' 2 Hom(F3; SL(2;C)) on aittr '(w) = P (T'):D�emonstration. L'existence se d�emontre par application r�ep�et�ee du th�eor�eme de Cayley-Hamilton et du lemme I.1. L'unicit�e r�esulte de la proposition 7.THEOREME 10. Si � est un endomorphisme de F3; il existe une unique applicationpolynomiale �� de V dans V telle que, pour tout ' 2 Hom(F3; SL(2;C)) on aitT (' � �) = ��(T'):D�emonstration. Il su�t d'appliquer la proposition pr�ec�edente aux �el�ements �(a1); �(a2);�(a3); �(a2a3); �(a3a1); �(a1a2) et �(a1a2a3) de F3:COROLLAIRE 11. Si � et � sont deux endomorphismes de F3; et si l'on pose �� = � � �;on a ��� = �� � �� :PROPOSITION 12. Soit 
 la sous-vari�et�e de V d�e�nie par �(X;Y; z) = 0; �(x1; x2; y3) =�(x2; x3; y1) = �(x3; x1; y2) = �(X;Y ) = 0: Alors 
 est invariante par toute application��:D�emonstration. Ceci r�esulte de la proposition 8.Les calculs sur Fn; le groupe libre engendr�e par a1; a2; � � �; an; sont moins explicites.Soit I l'ensemble des parties non vides de f1; 2; � � �; ng: Un �el�ement i de I est la donn�eede ses �el�ements i1; i2; � � �; ik ordonn�es en croissant. Pour chaque ' 2 Hom(Fn; SL(2;C));on note T' la collection ftr'(ai1ai2 � � � aik )gi2I ; qui ne d�epend que de la classe de la18



repr�esentation ': On sait que l'ensemble des classes de repr�esentations est une vari�et�ealg�ebrique [2]. Sa dimension est 3(n � 1): On peut le voir en observant que, sauf casexceptionnels, on peut, �etant donn�e ' 2 Hom(Fn; SL(2;C)); �xer une base de C2 de fa�conque les matrices de '(a1) et '(a2) aient la forme � x1 1�1 0� et � 0 �t�1t x2 � : Les autres�el�ements '(a3); � � �; '(an) d�ependent alors de 3(n�2) param�etres. Une application r�ep�et�eedu th�eor�eme de Cayley-Hamilton et de la proposition I.1 montre alors l'analogue de laproposition 9 : �etant donn�e w 2 Fn; il existe un polynôme P 2 ZZ[(xi)i2I ]; unique moduloun certain id�eal d�e�nissant une sous-vari�et�e alg�ebrique de dimension 3(n � 1) de CI ; telque, pour tout ' 2 Hom(Fn; SL(2;C)); on ait tr'(w) = P (T'):Pour chaque � 2 End(Fn) on d�e�nit de même que pr�ec�edemment une application��: Les applications �� laissent invariante une vari�et�e (celle qui est d�e�nie, en termes detraces, par le fait que n matrices 2� 2 aient une direction propre commune).Des r�esultats analogues sur Fn ont d�ej�a �et�e obtenus par Kolar et Nori [4]. On doitcependant observer qu'ils utilisent beaucoup trop de variables et qu'ils ne se sont paspr�eoccup�es des questions d'unicit�e.Dans deux articles �a venir, l'un des auteurs donne un proc�ed�e g�en�eral pour obtenirdes relations entre les traces de matrice p � p et de leurs produits et traite le cas o�uau lieu de consid�erer les repr�esentations d'un groupe libre dans SL(2;C) on envisage desrepr�esentations dans SL(3;C):Terminons par une derni�ere remarque. Au lieu de consid�erer des repr�esentations deF dans SL(2;C); on peut utiliser des repr�esentations dans GL(2; C): En e�et, �a cause del'homog�en�eit�e, le lemme I.1 est valable sans restriction sur les d�eterminants. Par ailleurs,pour une matrice 2� 2; A; le th�eor�eme de Cayley-Hamilton s'�ecritA2 �A(trA) + 12 [(trA)2 � trA2] = 0:Donc, si A1; A2; � � �; An sont n matrices 2 � 2 inversibles, par une m�ethode analogue �acelle que nous avons d�evelopp�ee, tout produit de la forme Xn11 Xn22 � � �Xnkk (avec nj 2 ZZet Xj 2 fA1; A2; � � �; Ang pour j = 1; 2; � � �; n) a une trace qui s'exprime comme fractionrationnelle �a coe�cients entiers en les traces des produits fAi1Ai2 � � �Aikgi2I et les tracesdes matrices fA2jgj=1;2;���;n:Note ajout�ee sur �epreuves.Au moment de corriger les �epreuves, les auteurs ont eu connaissance d'un certainnombre de travaux ant�erieurs ([9] �a [15]) sur le même sujet.L'existence de Pw a �et�e prouv�ee par Horowitz [9]. L'application induite �� a �et�econsid�er�ee (seulement dans le cas o�u � est un isomorphisme) �egalement par Horowitz [10]qui a aussi d�etermin�e le noyau de �. La consid�eration du polynôme Q� est nouvelle.Certaines d�emonstrations donn�ees ici sont plus simples que celles de Horowitz, bienqu'il y ait des recouvrements. Alors que Horowitz n'utilise que des relations entre traces,nos calculs prennent place dans l'alg�ebre introduite par Procesi [13] et Razmyslov [14],ce qui simpli�e consid�erablement les calculs. D'ailleurs, Magnus [12] fait allusion �a la19
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