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FREQUENCE DES MOTIFS DANS LES SUITES
DOUBLES INVARIANTES PAR UNE SUBSTITUTION

Jacques Peyriere

Des régles d'auto-similarité conduisent 3 la construction d'ensembles frac-
tals par interpolation vers les petites &chelles. Si, au contraire, on interpole vers
vers les grandes, on obtient des réseaux fractals ou, si 1l'on se place dans un cadre
abstrait, des graphes auto-similaires. Les livres de B. Mandelbrot et en particu-
lier le dernier [5] donnent une profusion d'exemples de tels objets et montrent leur

extréme pertinence d la description du monde physique.

On peut montrer [11] que dans un graphe auto-similaire les motifs bornés ap-
paraissent avec une densité uniforme. La démonstration de ce résultat est alourdie
par le formalisme qu'il est né&cessaire d'introduire pour traiter en une seule fois
une grande variété de situations comprenant les squigs de Mandelbrot [6,7,16,171,
les réseaux hiérarchiques a la Sierpinski et les pavages de Penrose [3,9,10]. Nous
traitons ici le cas particulier, notablement plus simple, oli 1'on travaille sur le

réseau N X N.

Considérons un ensemble fini A, que nous appellerons alphabet, et deux
entiers p et q supérieurs ou €gaux 4 2. Donnons-nous une application o de
A dans 1'ensemble des tableaux d'éléments de A index&s par {0,1,...,p-1} x

{0,1,...,q-1}.

Etendons 1l'opération o aux tableaux rectangulaires, finis ou non, d'81&-

ments de A de la forme suivante:
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si x = (x. le tableau 0(x) est défini par les relations

1,j)05i<m,0sj<n

C(x)pi+r,qj+s - (G(Xi,j))r,s

oif 0<i<m O0<j<n, 0sr<p, 0< s< q. Autrement dit, on obtient 0(x)

en remplagant chaque lettre de x par une matrice p X q.

A chaque tableau fini x d'éléments de A, on associe le vecteur L(x) de

A

dont la a-iéme composante est le nombre de fois que la lettre a figure dans x.
On associe & 0 la matrice carrée M, indexée par A x A, dont la b-iéme colonne

est le vecteur L(o(b)). Alors, pour tout tableau fini x, on a L(0(x)) = ML(x).

Si x est un tableau, |x| en désigne le nombre d'éléments; si £ est un

vecteur, |£| d&signe la somme des valeurs absolues de ses composantes.

Lorsque la matrice M est primitive, c'est-d-dire lorsqu'une de ses puis-
sances a tous ses coefficients strictement positifs, nous dirons que la substitution
o est primitive. Lorsqu'il en est ainsi, A = pq est valeur propre simple de la
matrice M et l'unique vecteur propre associé, £, dont la somme des composantes
vaille 1, a toutes ses composantes strictement positives. Il résulte alors de la
théorie de Perron-Frobenius que L(0c"(a))/|0"(a)] tend vers £ lorsque n tend
vers +», et ceci quelle que soit la lettre a prise dans A. Plus précisément, il

existe deux nombres C et A, tels que 1l'on ait C> 0, 0 < Al <A et

1

Lo"(2)) (*1}"

sup sup (————= - §} < C .
aeA n20 Icn(a)[ x

S'il existe une lettre a telle que l'on ait (o(a))0 0= @ la suite des
3

' z i 3 .
tableaux cn(a) converge vers une suite double infinie, notée o0 (a), qui est inva-
riante par la substitution o. Nous allons &tudier la fréquence des motifs dans une
telle suite, sous 1l'hypothése de primitivité de o©. Pour ce faire, nous allons

d'abord &tudier plus attentivement la répartition des différentes lettres.

Si R est une partie du réseau IN X N, on en note |R| 1le cardinal et 1'on
désigne par T(R) 1l'ensemble des couples (pitr, qj+s) tels que l'on ait

(i,j) eR, 0<r <p et 0<s<q. Lebord 9R de R est 1l'ensemble des points
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de R dont au moins un des voisins n'appartient pas & R. En outre, si x est un
tableau d'éléments de A, on note L(R,x) le vecteur de RA dont la b-iéme compo-
sante est le nombre des couples (i,j) appartenant & R et tels que 1l'on ait

X, . = b.
1,)

I1 résulte de ce qui préc&de que l'on a une estimation précise de
L(R,0 (a))/|R| - £ lorsque R est de la forme {0,1,...,p -1} x {0,1,...,q"-1}.

La proposition suivante donne une estimation de cette quantité pour R quelconque.

PROPOSITION. On a

}LgR,c:Fa)) E

2
o h=(Log§—l)/cLog§-l-) et cr=2+3C,

1

DEMONSTRATION. Soit j un nombre entier positif ou nul. Considérons la partie E
de N x N, maximale pour 1'inclusion, telle que 1JE soit contenu dans R. Il
existe un ensemble F dont le cardinal est inférieur ou &égal 3 celui de 3R tel

que 1l'on ait EcRc )EUT'F. On a alors la suite d'inégalités, ol 1'on a posé

X = ow(a):
ILR,x) - L(IE,x)| < M [3R]
lLde - Fele] < clely
lLR.x) - MIE[E] < M [aR] + c{slx{
ILR,x) - [RIE] < 27 [aR| + c|E[A
d'ol

Ay
<o a0 Ly

On obtient le résultat annoncé en prenant pour j la partie entire du quotient

2
(Log T}%)/(Log ﬁ—l).
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CONSEQUENCE. Si {Rn} est une suite de parties finies de N x N tel-

n>0
les que [BRHI/IRni tende vers 0, alors le rapport L(Rn,cw(a))/[Rnl converge
vers £. Il en résulte que les diverses lettres apparaissent dans cm(a) avec des

densités uniformes.

[eo]
Pour étudier les fréquences d'apparition des.motifs bornés dans ol )(a),
on se raméne a4 la situation précédente par des changements d'alphabet comme nous al-

lons 1'expliquer.

Soit k wun entier supérieur ou égal & 2. Désignons par Ay 1'ensemble

des tableaux rectangulaires d'éléments de A dont les dimensions sont inférieures
ou égales 3 k. Si x = (x, est un tableau d'éléments de A, on note

1,1)

pk(x) le tableau d'éléments de Ak ainsi défini:

0<i<m,0<j<n

(X)) 5 = Xyir,5+5) 0<r<inf(k,m-1), 0<s<inf(k,n-j) -

11 est facile de donner des régles de substitution 0 sur 1'alphabet Ak de facon

que 1l'on ait ok(pk(x)) = pk(c(x)) pour tout tableau x d'éléments de A:

)

si x € Ak et si pko(x) = (y , alors on pose

i,j70<i<m,0<j<n

k&) = (5,5) 0<i<p,0sj<q”

Si 1'on veut &tudier la fréquence d'apparition d'un &lément de Ay, nous
nous retrouvons donc dans la situation de départ & ceci prés que, méme si o est
primitive, il n'y a aucune raison pour qu'il en soit de méme de Oy Cela est dii
au fait que le nouvel alphabet est trop gros. En effet, nombre d'éléments de Ay
peuvent n'apparaitre dans aucun des tableaux pk(on(a)) (n 2 0). Soit donc Bk
1'ensemble des €léments de Ak qui apparaissent dans 1'un des tableaux pk(cn(a))
(n 2 0). Notons Bi 1'ensemble des €léments de Bk qui correspondent 3 des ta-
bleaux d'€léments de A, carrés d'ordre k. Soit Bi le complémentaire de Bi
dans B,. Si la substitution ¢ est primitive et si (cr(a))o’0 = a, on peut éta-

k

blir facilement les faits suivants:
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1° si xe Bi le tableau 0 X est composé de lettres de Bi et la subs-

titution Op que 0oy définit par restriction 3 B} est primitive,

(o)

2 pk(c”(a)) est un point fixe de of.

I1 en résulte, comme annoncé, que tout &lément de Bi apparait dans ow(a)

avec une densité uniforme.

I1 y a d'autres situations que 1'on peut traiter de facon similaire: par
exemple en se donnant des régles de substitutions par des tableaux triangulaires on
peut définir des colorations automatiques du pavage triangulaire régulier du plan
donnant lieu 4 1'apparition de chaque mptif avec une densité uniforme. Mais la si-

tuation générale nécessite le traitement donné dans [11].

Le cas unidimensionnel, c'est-d-dire celui des suites automatiques, ou plus
généralement des suites associfes @ une substitution, a été étudié de différents
points de vue par plusieurs auteurs [1,2,4,14,15].
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