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Résumé. Horowitz [2] a défini une application du groupe libfede rangn dans un quotienk de
'anneau des polynémes &% — 1 variables a coefficients entiers de fagon que la valeur
de cette application (un caractére de Fricke) en un poipermette le calcul de la valeur
enw du caractere de toute représentatiol'déansSL(2,C). Il a aussi montré [3] qu'un
endomorphisme dE induit un endomorphisme d&. Un moyen de calculer ces caracteres
de Fricke est de se placer dans une algébré identité polynomiale universelle pour la
situationI" — SL(2, C). Tout endomorphisme déen induit un ded. Nous montrons qu’en
rang 2 certaines des propriétés des endomorphismed geovenant d’endomorphismes
de I s’étendent a tous les endomorphismes2000 Académie des sciences/Editions
scientifiques et médicales Elsevier SAS

Endomorphisms of certain algebras with polynomial identities

Abstract. Horowitz [2] defined a mapping from a free grodipof rankn into a quotient ringR of a
ring of polynomials or¥ with 2™ — 1 variables in such a way that the value of this mapping
(a Fricke character) at a point in T allows to compute the value at of the character
of any representation df in SL(2,C). He also showed [3] that an endomorphismIof
induces an endomorphism &. A way of computing these Fricke characters is to consider
a Pl-algebra4 universal for the situatior — SI.(2,C) and perform computations in it.
Any endomorphism of induces an endomorphism 4f. In this work, we show that, in the
case of rank, some properties of endomorphisms4toming from endomorphisms &f
extend to all endomorphisms gf. 0 2000 Académie des sciences/Editions scientifiques et
médicales Elsevier SAS

1. Introduction

Soit A et B deux matrice2 x 2 sur un corps de caractéristique différente 4eOn sait [2] que

la trace de tout produif[?:lxj ou, pour toutj, z; € {A,B} est un polynbme en les variables
tr A, tr B, tr AB, det A etdet B.
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Autrement dit, siw appartient au groupe libré,,, ;) engendré pas etb, il existe un unique polynéme
P, tel que, sip est une représentation fig, ;) dansSL»(C), la trace dep(w) soit égale a la valeur d&,
au point(tr ¢(a), trp(b), trp(ab) ). C'est ce que Horowitz [2] appelle les caractéres de Fricke.

A chaque endomorphisme de ['(a,), ON associe [3] l'application polynomiake, = ( () Pob)
P, (ap))- Considérons le polyndme= 4 + zyz — % — y* — 2%. Puisque la relatioa(tr A, tr B, tr AB) =0
exprime que les matrice4 et B ont une direction propre commune, pour teyte polynéme)\ o ®, est
divisible parA : Ao @, = @, - A. Nous montrons ici que cette divisibilité résulte d’'une identité ayant lieu
dans un cadre plus général. Ces applications et leurs relations avec les automorphismes de groupes |
ont été étudiés notamment dans [3,4] et [5].

2. Des identités

Un moyen d’obtenir les polyndmeB, est de calculer dans des algébres a identités polynomiales ([6]
et [7]) dont voici la définition.

On considére les anneaux = Z[z,y, z,u,v] et A’ = Z(1)[z,y,z,u,v]. On note A la A-algébre
associative et unifere engendrée pat b satisfaisant les relations :

a*>—za+u=0, b¥>’—yb+v=0 et ab+ba=z—xy+ya+ b

et A’ la A’-algebre unifere engendrée paetb.

Ces algebres, considérées comineu A’-modules, ont pour bask a, b et ab. Il est facile de vérifier
que tout élément de A ou A’ a un polynéme minimal de degré au pRisw? — 7(w)w + 6(w) = 0, ou
7(w) etd(w) appartiennent & ou A’.

La formeA ou A’-linéairer est une trace(wywy) = 7(wawy). Onar(l) =2, 7(a) =z, 7(b) = y et
7(ab) = z.

Nous appellerons évidemmente déterminant, c’est une forme quadratique dont la matrice par rappor
alabasd, a, b, ab est

2 T Y z
1|z 2u  TYy—2z uy
2y ay—=2 2v vx

z uy VT 2uv

On adé(wiws) = d(wewq) = 6(w1)d(w2). Le centre de ces algébres est engendré par I'unité. Elles son
intégres : on montre que = 0 équivaut &(w) = 0.
L'opération qui aw € A ou A’ associav* = T(w) — w est une involution. Elle a les propriétés suivantes :

T(w*) =71(w), o6(w*)=06(w), (wiwe)" =wiwy, ww*=06(w) et 7(ww")=206w).

CommeA’-module, A’ admet la décompositiond’ = A’ & ker 7, c'est-a-direw = § 7(w) + 3 (w — w*).
On noteraw la projection dew sur le second facteur.

On ala,b]? = (ab — ba)? = vz? + uy? + 22 — ryz — 4uv. Notons également les formules suivantes ol
w; etwsy sont des éléments g :

[wy,ws]" = [wh, wi] = —[wy, wa],
wy [wy, wa] = [wy, wywe] = (w1, wewy, [wi, wa]wy = [wy, wawr] = wi[wy,ws],
walwy, we] = [wawy, wa] = [wy, welws, [wi, we]ws = [wywe, we] = wj[wy, ws],
(w1, [wy, wa]] = (w1 — wi)[w1, we] = wla“’?]( 1 —wi),
[wa, w1, ws]] = (w2 — w}) [wr, wa] = —[w1, wa] (w2 — w3),
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[l résulte de ces formules qu'il existe une applicatidrlinéaire¢ de A’ A A’ dansA], le sousA’-module
de A’ engendré pat, a etb, telle que, pour tout coupleu;, w-) d’éléments ded’, on ait

(w1, we] = &(w1 A ws)la, b]. 1
Lesimages dé Aw, a Ab, a A [a,b] etb A [a,b] par§ sont respectivement 1, a — a* etb — b*. On adonc
S[wy, wa] = 8(&(wr Aws)) 8la, b]. (2)

Il résulte aussi de ces formules qu@/[a, b]) = 7(b[a, b]) = 0. On en déduit, puisqu’en outre [a, b]?) =
—26([a, b]), que, pour toutw € A’, le polyndmer (w[a, b]) est divisible pav([a, b]).

Lidentité (1) est celle a laquelle il est fait allusion dans l'introduction. Nous allons donner une autr
forme de son corollaire (2).

THEOREME 1. —Siw; etws sontdansd’, on ad[w, ws] = o d%t b}(l,wl,wg,wlwg)é[a,b].

Démonstration— Prenons{1,a, b, [a, b]} pour base ded’ et posonsi, = 6(a), v = §(b) et 2 = (ab).
Dans ces conditions, un élémenide A’ s'écritw = p + qa + b + s[a,b], oUp, ¢, r ets sont dans\’ et
l'onar(w) =2petw* =p— qga —rb— s[a,b].

Siw; etws sont deux éléments dé’, on a

. . 1, . L 1
wiwWz = pi1P2 + pawi + prwsz + §(w1w2 + ot ) + §[w1,wg]

L ) . 1
=p1p2 — @(W1,W2) + P2ty + pre + g[wla wa],

ou y est la formeA’-bilinéaire et symétrique ainsi définie dur 7,
o . . 1. 9
p(in,2) = 11q1q2 + Or1re — B 2(qura + gar1) + (400 — %) 5150
On adonc
1 : . 2 o
S(w)=57((p+)(p— ) =p* + (i, ).

Prenons|1,a,b}, {[a,b],~b,a} et{aAb,aA [a,b],bA[a,b]} comme bases dd, kerT etker7 Akert
respectivement. La matrice de £ est

100 1 0 0 1 00 1 0 0
0 20 0 —%Z 0 2 0)=10 4u =22
0 0 2 0 —%z’ v 0 0 2 0 =2z 4o

Ona

1
det (1,w1,we,wiwz) = det (1,w1,w2, _[wla'LUQ])'
{1,a,b,ab} {1,a,b,ab} 2

En particulierdety; 4 4,q5) (1, a, b, [a,b]) = 2, ce qui donne

det (1,w1,w2,w1w2) = det (wl,wg,[wl,wg]).
{1,a,b,ab} {a,b,[a,b]}
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Or det{ml‘)’[a,b]}(’dll,’LUQ,.[’u'Il,’LUQ]) = ’y(’dll. Az, [1,1)1, y)g]), ou+y est la forme bilinéaire dont la matrice par
rapport aux bases choisies est la matrice unité. Ainsi,

O d%t b}(law17w27wlw2) = (11 A bz, Rq &ty Abg)),

ol Ry, désigne I'opérateur de multiplication a droite parb].
Mais, on vérifie facilement que la matrice &, ;) par rapport aux bases choisies est

1 0 0
0 2a —%|,
0 —2 20

d’ou I'on déduit que la formelet ., ; . b]}(ubl, wa, [wy, we]), quadratique par rapportiy A wz, a méme
matrice que’ o £. Autrement dit, nous avons démontré la relation annoncée.

3. Morphismes

Soite unZ-endomorphisme unifére de I'algehtetel quel, o(a), o(b) eto(ab) soientA-indépendants.
Commez, y, z, u et v sont dans le centre dd, il en est de méme de leurs images paiDes relations
a?—za+u=0eto(a)’>—7(0(a))o(a)+6(c(a)) =0, ondéduit(o(z) —7(c(a)))o(a) = o(u) —b6(c(a)),
d'otio(x) =71(o(a)) eto(u) = 6(c(a)). On calcule de méme(y), o(z) eto(v).

Sil'on posed, (z,y, z,u,v) = (7(c(a)), 7(c (b)), 7(c(ab)),6(c(a)),6(c(b))), on a, pourw = p+ ga+
rb+ sab, o(w)=po®, +qoP,0(a)+1r0P,0(b)+ sod,o(ab).

Nous écrirons indifféeremment(p) oup o ®,.

Pour unZ-endomorphisme de .4, on définit un élémenk, du A-module engendré par, a etb
par I'égalité[o(a),o(b)] = xo[a,b]. On a alorss; o oa([a,b]) = 01(Xos[a,b]) = 01(X0s )Xo, [@,b], d'OU
Xojooy = 01 (XUQ)XUI .

Dans le cas ou provient d’'un endomorphisme dg,, ;, (alorsu =v = 1), ®, eté(x.) ne sont autres
que I'application®,, et le polyndme)), définis dans I'introduction.

Remarquel. — On sait ([3] et [5]) qu'un endomorphisme de I'(, ; est un automorphisme si et
seulement sf), = 1. Y a-t-il un résultat similaire pouf(x,) ?

Ei et Ito [1] ont montré par des arguments combinatoires qu’un endomorphisdeel", ;, est un
automorphisme si et seulemenbsizba~1b~!) est conjugué aba—*b~! ou abab—'a~*. Voici une autre
preuve : sio(aba~'b~1) est conjugué aba"'b~! ou abab~'a"!, on a@Q, = 1, comme le montre la
formuler(uvu™tv™") =2 — §([u, v]), valide pour tous. etv dansl, ).
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