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des cascades de Mandelbrot

Julien Barral∗ Jacques Peyrière†

Il est difficile d’embrasser toute l’œuvre de Benôıt Mandelbrot, tant elle
est multiforme et requiert pour l’apprécier une connaissance de plusieurs dis-
ciplines. C’est pourquoi dans cet article nous ne nous occuperons que des
sujets avec lesquels nous sommes les plus familiers, c’est-à-dire les proces-
sus multiplicatifs et l’analyse multifractale. Cependant, isoler ces matières
du reste des travaux de Mandelbrot est quelque peu arbitraire, tant il est
vrai que pour lui toutes ses recherches avaient une cohérence interne et par-
ticipaient d’un même projet. Mandelbrot a été une source d’inspiration non
seulement pour nous mais aussi pour nombre de mathématiciens durant une
quarantaine d’années. Nous allons donc donner notre sentiment sur les ap-
ports de Mandelbrot et le flot de travaux qu’ils ont initiés dans ce domaine.

1 Processus multiplicatifs et intermittence

1.1 La genèse

La motivation principale de l’introduction des processus multiplicatifs
vient d’une étude critique de l’article de 1961 de Kolmogorov sur la turbu-
lence [60]. En effet, l’hypothèse de “log-normalité” qui y était introduite sou-
levait un certain nombre d’interrogations et dans le début des années 60 des
tentatives d’aménagements, d’ailleurs peu convaincantes, de cette hypothèse
ont été proposées.

Mandelbrot a publié son étude [71] sous le titre “Possible refinement of
the lognormal hypothesis concerning the distribution of energy dissipation in
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intermittent turbulence”. Malgré la prudence de son titre, ce travail a ren-
contré beaucoup de réticences, de sorte qu’il a fallu un délai de presque trois
ans pour qu’il finisse par être publié en 1972. Il y a deux raisons à cela :
d’une part, un dogme était mis en question, d’autre part ce travail était
si novateur qu’il n’a pas immédiatement été compris. Pourtant il contenait
en germe toute une théorie. Mandelbrot proposait, pour modéliser la dissi-
pation ε d’énergie ce qu’il appelait les “limit lognormal random processes”
dont il esquissait la construction :

Under these conditions, one can relate ε to a sequence of random
functions (r.f.’s) F ′(x, λ, L) such that the logF ′(x, λ, L)are Gaus-
sian, with the variance µ log(L/λ), the expectation−(µ/2) log(L/λ)
and a spectral density equal to µ/2k for 1/L < k < 1/λ, and to 0
elsewhere. Consequently, the covariance C(s, λ) of logF ′(x, λ, L)
will be assumed to satisfy C(s) = limλ→∞C(s, λ) = −µ log(2πeγs/L).
(Here, γ is the Euler constant, whose value is about 0.577.)

Il s’agissait d’une intuition fulgurante : ε devait être l’exponentielle d’un
processus gaussien de covariance log t (qui comme on le sait ne peut exister).
La construction mathématique rigoureuse restait entièrement à faire. Ce n’est
qu’une dizaine d’années plus tard que Kahane [55] a édifié la théorie du
chaos multiplicatif : ces objets existent bien, non comme fonctions scalaires
aléatoires, mais comme opérateurs aléatoires sur les mesures.

Mandelbrot était conscient des difficultés de compréhension de son modè-
le, c’est pourquoi, dans deux notes aux Comptes Rendus [73], il en a donné
une version dont la définition mathématique ne posait pas de problème et
qui rejoignait l’intuition de la communauté de la turbulence. Voici ce dont
il s’agit. On part du cube Q = [0, 1]d et d’un entier c ≥ 2. Ce cube est di-
visé en b = cd sous-cubes égaux Q1, Q2,. . ., Qb. Chacun d’eux est à son
tour divisé en b sous-cubes égaux ; par exemple le cube Qj donne nais-
sance aux cubes Qj,1, Qj,2,. . ., Qj,b, et ainsi de suite. On se donne une suite
{Wj1,j2,...,jn}n≥1,1≤jk≤b de variables aléatoires indépendantes et équidistribuées
avec une variable W positive et d’espérance 1. On considère alors la mesure
aléatoire µn dont la densité par rapport à la mesure de Lebesgue est la fonc-
tion en escalier valant Wj1Wj1,j2 · · ·Wj1,j2,...,jn sur le cube Qj1,j2,...,jn .

La suite de ces mesures est une martingale positive, qui donc converge
∗-faiblement presque sûrement vers une mesure µ.

L’interprétation heuristique de cette construction est la suivante. Les
cubes embôıtés, du moins si d = 3, modélisent la hiérarchie de tourbillons
présents dans un fluide turbulent et la quantité µn(Qj1, . . . , jn) est une ap-
proximation de la dissipation d’énergie dans ce cube. La multiplication aléa-
toire du passage d’un stade au suivant rend compte des transferts d’énergie
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entre tourbillons voisins. C’est ce modèle que Mandelbrot appelle cascade
canonique. Auparavant d’autres cascades avaient déjà été considérées, no-
tamment par Novikov et Stewart [79] et Yaglom [94], mais à la différence
du modèle canonique, les transferts d’énergie se faisaient toujours vers les
petites échelles.

Soit Yn la masse totale de la mesure µn :

Yn = b−n
∑

j1,j2,...,jn

Wj1Wj1,j2 . . .Wj1,j2,...,jn , (1)

ce que l’on peut encore écrire

Yn = b−1

b∑
j=1

WjYn−1(j). (2)

Par passage à la limite on obtient l’égalité presque sûre

Y = b−1

b∑
j=1

W (j)Y (j) (3)

où toutes les variables du second membre sont indépendantes, les W (j) étant
équidistribuées avec W et les Y (j) avec Y , qui est la masse totale de µ. .

Cette construction, dans le cas où la limite Y est non nulle, résout l’équa-
tion (3) où l’inconnue est la loi de Y . Il s’agit d’une généralisation des lois
semi-stables.

Pour les cascades canoniques se pose le problème de non-dégénérescence.
En effet, il se pourrait que la suite µn converge vers 0. Si W a un moment
d’ordre 2, l’équation (2) donne

EY 2
n = b−1 EW 2 EY 2

n−1 + b− 1.

Il en résulte que, si EW 2 < b, la martingale Yn est bornée dans L2 et donc
l’espérance de sa limite Y est 1. Mandelbrot avait conjecturé que la condition
EW p < bp−1 entrâınait la convergence dans Lp de cette martingale et que la
condition EW logW < log b équivalait à son uniforme intégrabilité. Autant le
cas L2 est aisé, autant le cas général est difficile. Il a été résolu par Kahane [53,
59] en exploitant de façon très fine les équations (2) et (3).

Ces notes de Mandelbrot contenaient bien d’autre remarques et conjec-
tures. L’une d’elle était que presque sûrement la mesure µ était portée par
un borélien de dimension de Hausdorff D = d (1 − EW logbW ) et que tout
borélien de dimension strictement inférieure à D est p.s. de µ-mesure nulle.
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Ceci a été démontré par Peyrière [83, 59] sous l’hypothèse supp lémentaire
EY log+ Y <∞, plus tard levée par Kahane.

On voit donc que ces deux notes ont eu immédiatement un écho parmi
les mathématiciens. En revanche la communauté de la turbulence a mis plus
de temps à les apprécier.

L’étude de ces mesures aléatoires et de leurs généralisations, ainsi que
celle de l’équation fonctionnelle (3), qui est, comme déjà mentionné, une
généralisation de celle des lois semi-stables, a engendré une littérature mathé-
matique considérable.

Ces mesures ont aussi été à l’origine de l’analyse multifractale.
Depuis le début, Mandelbrot envisageait de considérer des poids de signe

quelconque ou même complexes. Ce n’est que récemment que cette étude a
débouché (voir la section 3).

1.2 Les T-martingales

Kahane a introduit [55, 56] la formalisation suivante. Soit (Ω,B,P) un
espace probabilisé et T un espace localement compact dont B(T ) désigne
la tribu de Borel. L’espace T × Ω est muni de la tribu produit B(T ) ⊗ B.
Soit (Bn)n≥1 une suite croissante sous-tribus de B et (Qn)n≥1 une suite de
fonctions mesurables positives sur

(
T × Ω,B(T ) ⊗ B

)
telle que pour tout

t ∈ T ,
(
Qn(t, ·),Bn

)
n≥1

soit une martingale positive d’espérance 1. Une telle
suite est appelée T -martingale. Etant donnée λ une mesure de Borel bornée
sur T , pour tout n ≥ 1 soit µn la mesure aléatoire, également notée Qn · λ,
dont la densité par rapport à λ est Qn. La suite de mesures (µn)n≥1 converge
presque sûrement, pour la topologie faible-∗, vers une mesure µ, notée Q · λ
ou plus simplement Qλ. C’est une conséquence quasi-immédiate du théorème
de convergence des martingales positives et du théorème de représentation
de Riesz. Ainsi, une T -martingale définie un opérateur aléatoire opérant sur
les mesures.

La mesure aléatoire ainsi obtenue par perturbation de λ va en général,
si elle n’est pas presque sûrement nulle, être singulière par rapport à la
mesure λ. Nous verrons que dans bien des cas intéressants les processus(
Qn(t)

)
t∈T sont stationnaires. On s’attend alors avec Mandelbrot à ce qu’en

présence d’autosimilarité les propriétés géométriques fines de µ héritent à la
fois de celles de λ et des propriétés de grandes déviations de Qn. La suite
de mesures (µn)n≥1 définie dans la section 1.1 rentre dans ce cadre : λ est la
mesure de Lebesgue, et Qn la densité de µn par rapport à λ.
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1.3 Des cascades aux multifractales

Le modèle introduit par Mandelbrot dans les deux notes [73] déjà citées
permet de quantifier le fait que la turbulence soit concentrée sur un en-
semble de petite dimension. D’ailleurs, dans le cas où la variable W (qui
est d’espérance 1) prend la valeur a avec probabitité 1/a, les multiplications
itérées conduisent à la construction d’un ensemble de Cantor aléatoire. C’est
l’essence du β-modèle [42] qui a popularisé les martingales de Mandelbrot
auprès de la communauté de la turbulence.

Mais, évidemment, décrire un fluide turbulent au moyen de la seule di-
mension du support de la dissipation est apparu réducteur. Aussi Frisch et
Parisi [41] ont introduit la notion de multifractale. Ils considèrent le champ
de vitesse plutôt que la dissipation. Le support de la turbulence est en
quelque sorte la superposition d’ensembles de dimensions différentes sur cha-
cun desquels l’exposant de Hölder local de la vitesse a une valeur fixe. La
généralisation à d’autres systèmes dynamiques apparait ensuite dans [44] où
est envisagé le cas d’une mesure sur un attracteur étrange. Dans les deux
cas, le lien avec le formalisme thermodynamique ou la phase stationnaire est
explicite : la dimension de Hausdorff des ensembles de niveau de l’exposant
de Hölder local est donnée par la tranformée de Legendre d’une fonction de
partition τ , qui par la suite a pris plusieurs noms : fonction de structure,
Lq-spectre. . .

Auparavant, Hentschel et Procaccia [45] avaient déjà considéré les “di-
mensions de Renyi”, c’est à dire les quantités τ(q)/(q−1), où τ est la fonction
de structure, mais il n’était fait mention d’aucun lien avec la dimension des
ensembles de niveau.

Le mot multifractal et le concept associé apparaissent donc clairement
pour la première fois dans l’article [41]. Cependant des comportements mul-
tifractals avaient été décrits depuis longtemps par Mandelbrot, notamment
dans son article [68] sur les erreurs de transmission dans les lignes téléphoni-
ques. Il y a aussi un paragraphe dans ses notes [73] de 1974 où des statistiques
de grandes déviations sont évoquées. Le lien avec les travaux [41, 44] se fait
via le théorème de Cramér.

Ce fut le point de départ de nombreux travaux. A notre connaissance le
premier qui soit mathématiquement clair est celui de Collet et al. [34], suivi
de [31].

Un point de vue plus proche de la théorie géométrique de la mesure a
été initié par Olsen [80], mais nous ne développerons pas ce sujet. Le lecteur
intéressé pourra par exemple consulter [24, 85].

Nous ne développerons pas non plus les applications des multifractals à
d’autres domaines. Ils en ont notamment d’importantes en finance.
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Signalons aussi d’autres travaux qui ne sont pas sans liens avec ce qui
précède bien qu’il ne s’agisse pas à proprement parler d’analyse multifrac-
tale. Il s’agit de l’utilisation du formalisme thermodynamique pour calculer
certaines dimensions de Hausdorff, notamment celle des répulseurs conformes
[88, 22, 29] et des ensembles limites de groupes kleiniens [30, 92].

2 Des cascades multiplicatives positives

2.1 Cascades b-adiques

2.1.1 Construction, non-dégénérescence et moments

Nous reprenons la construction de Mandelbrot dans un cadre un peu plus
général.

Définitions

Soit b ≥ 2 un entier. Soit A l’alphabet {0, . . . , b− 1} et A ∗ =
⋃
n≥0 A n

(par convention, A 0 est réduit au mot vide). Pour n ≥ 0, la longueur d’un
élément w de A n est par définition égale à n et notée |w|.

A ∗ est un monöıde dont le produit est la concaténation, notée par un
point, ou simplement par juxtaposition si cela n’engendre pas d’ambiguité.

On désigne par T le produit A N. Ses éléments seront notés si besoin est
comme des mots infinis. Si t ∈ T et n ∈ N, on note t|n le préfixe de longueur n
de t, c’est-à-dire le mot de A n constitué des n premières lettres de t.

De même, si w ∈ A m et n ≤ m, w|n désignera le préfixe de longueur n
de w.

A chaque w ∈ A ∗ on associe le cylindre [w] ⊂ T constitué des mots infinis
dont w est préfixe.

On munit l’espace T de l’ultramétrique dont les boules sont les cylindres,
le diamètre de [w] valant b−|w|.

Nous introduisons, dans le langage des T -martingales présenté plus haut,
les mesures introduites dans [73, 74]. Soit W = (W0, . . . ,Wb−1) un vec-
teur aléatoire dont les composantes sont positives et d’espérance 1. Soit
{W (w)}w∈A ∗ une famille de copies de W , indépendantes. Les composantes
de W (w) seront notées (Ww·0, . . . ,Ww·(b−1)).

Pour t ∈ T et n ≥ 1 posons

Pn(t) = Wt|n et Qn(t) =
n∏
k=1

Pk(t).
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La suite Qn est une T -martingale.
Soit λ = (λ0, . . . , λb−1) un vecteur de probabilité sur A . Considérons λ

le produit de Bernoulli défini sur T associé à λ : λ([w]) = λw1 · · ·λwn pour
tout n ≥ 1 et w ∈ A n. Comme Mandelbrot on considère la mesure aléatoire
µ = Qλ définie en sectin 1.2, dans l’étude de laquelle la fonction concave et
à valeurs dans R ∪ {−∞}

ϕ(q) = − logb E
( b−1∑
j=0

(λjWj)
q
)

(q ∈ R) (4)

joue un rôle primordial (notons que ce modèle contient comme éléments
déterministes les mesures binomiales obtenues quand les composantes de W
valent 1 presque sûrement). Un autre rôle crucial est joué par l’équation
suivante, qui exprime l’auto-similarité de la construction. Si Y désigne la
masse totale de µ et Y (j) la masse totale de la copie de µ obtenue en posant

W̃ (w) = W (j · w) pour tout w dans A ∗, on a presque sûrement

Y =
b−1∑
j=0

λjWjY (j), (5)

les variables Y (j), 0 ≤ j ≤ b− 1 étant indépendantes et indépendante de W .
Les cascades multiplicatives, dites canoniques, correspondent au cas le

plus simple où λ est la mesure de Lebesgue et les composantes de W sont
indépendantes et équidistribuées. Le théorème suivant, qui porte sur la non
dégénérescence de µ fut conjecturé par Mandelbrot, prouvé par Kahane [59]
dans le cas des cascades canoniques en exploitant analytiquement (5), puis
étendu au cadre général présenté ici par Durrett et Liggett [36], qui utilisent
une approche plus probabiliste basée sur la théorie des marches aléatoires
sur R, et notamment le théorème de renouvellement.

Lorsque b = cd, avec d ≥ 1, via les développements en base c on peut
définir une application de l’espace T sur [0, 1]d qui transforme les cylindres en
cubes c-adiques. Les martingales de Mandelbrot définissent alors des mesures
aléatoires sur [0, 1]d. La convergence de ces martingales, après projection
sur [0, 1] est illustrée figure 1.

Nous excluons désormais le cas particulier où P(λjWj ∈ {0, 1}) = 1 pour
tout j dont l’étude se ramène à celle d’un processus de Galton-Watson cri-
tique ; alors si la mesure µ n’est pas nulle, c’est une masse de Dirac.

Théorème 2.1. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. P(µ 6= 0) > 0 ;
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Figure 1 – Intégrale indéfinie
∫ t

0 dµn(u) d’une cascade de Mandelbrot triadique,

pour n ∈ {2, 4, 8, 12}.

2. La martingale (‖µn‖,Bn)n≥1 est uniformément intégrable ;

3. ϕ′(1−) > 0.

De plus, Mandelbrot conjecture que le nombre ϕ′(1−) contient une infor-
mation géométrique précise sur µ. En effet, Peyrière [83, 59] (sous l’hypothèse
que E(Y log+(Y )) <∞ qui sera supprimée par Kahane [57] au moyen d’une
technique de percolation) en introduisant la probabilité définie sur B(T )⊗B
par Q(A×B) = E(1Bµ(A)) montre le résultat suivant.

Théorème 2.2. Soit D = ϕ′(1−). Supposons D > 0. Alors, presque sûre-
ment, si µ 6= 0 on a

lim
n→∞

log(µ([t|n ]))

log |[t|n ]|
= D µ-presque partout,

où |[t|n ]| désigne le diamètre b−n de [t|n ]. Autrement dit, µ est portée par
un ensemble de dimension de Hausdorff D et tout borélien de dimension de
Hausdorff strictement inférieure à D est de µ mesure nulle (on dit alors que
la mesure µ est exactement dimensionnelle, de dimension D).

Mandelbrot relève le fait fondamental que ce modèle offre de surcrôıt la
possibilité que la masse totale Y de µ ait une distribution à “queue épaisse”,
et se révèle par là davantage pertinent pour modéliser les phénomènes inter-
mittents exhibant des événements extrêmes. Il conjecture le résultat suivant
(sous une forme un peu moins précise pour la seconde partie).
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Théorème 2.3. Supposons ϕ′(1−) > 0.

1. Soit q > 1. On a E(Y q) <∞ si et seulement si ϕ(q) > 0.

2. S’il existe q > 1 tel que ϕ(q) = 0 et si E
∑

(λjWj)
q log+(λjWj) < ∞,

alors

0 < lim inf
x→∞

xq P(Y > x) ≤ lim sup
x→∞

xq P(Y > x) <∞,

l’égalité ayant lieu si et seulement si le sous-groupe de R engendré par
les supports des lois des variables log(λjWj) conditionnées par λjWj >
0 est dense.

La première partie, prouvée pour les moments d’ordres entiers par Man-
delbrot, est dûe à Kahane pour les cascades canoniques et Durrett et Liggett
pour le cas général ; la preuve repose sur une manipulation assez directe de
(5). La seconde partie est dûe à Guivarc’h pour le cas canonique [43] et Q. Liu
pour le cas général [64]. La preuve exploite une réécriture de (5) comme une
équation aux différences aléatoires vue sous la probabilité Q, puis utilise le
théorème du renouvellement.

Cette construction a connu de nombreuses variantes et généralisations.
On peut remplacer l’arbre homogène A ∗ par un arbre aléatoire de Galton-
Watson [84], ou par un arbre coloré [23], ce qui revient à faire agir la T -
martingale sur une mesure de Markov [40]. Voir aussi [62].

2.1.2 Grandes déviations et analyse multifractale

Mandelbrot perçoit très tôt, en s’appuyant sur les cascades canoniques,
que les propriétés de grandes déviations des produits définissant les densités
Qn(t) doivent se retrouver dans le comportement höldérien de la mesure µ
sur les cylindres b-adiques [73]. Il considère pour α ∈ R+, n ≥ 1 et ε > 0 la
fréquence logarithmique d’apparition d’un cylindre [w] de génération n pour

lequel
log(µ([w])

|[w]|
vaut α à ε près :

f(α, n, ε) =
log(card{w ∈ A n : b−n(α+ε) ≤ µ([w]) ≤ b−n(α−ε)})

log(card A n)
.

Supposons que nous soyons dans le cas canonique, c’est-à-dire que les com-
posantes de W sont i.i.d., et désormais pour simplifier, que ces poids sont
strictement positifs. Supposons aussi ϕ(q) > −∞ pour tout q ∈ R et bien
sûr ϕ′(1) > 0.
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Il est temps de préciser que la µ-masse de tout cylindre [w] s’écrit

µ([w]) = Y (w)b−n
|w|∏
k=1

Ww|k , (6)

où Y (w) est la copie de Y obtenue à partir de la famille

{W̃ (v))}v∈A ∗ = {W (w · v)}v∈A ∗ . Le comportement asymptotique des fré-
quences f(α, n, ε) doit donc être relié aux propriétés de grandes déviations
de la marche aléatoire Wt|1 · · ·Wt|n dont la loi ne dépend pas de t ∈ T , et
pour laquelle le théorème de Cramér (cf. [38]) permet de dire que, pour tout
α ∈ ϕ′(R), on a

lim
ε→0

lim
n→∞

1

n
logb P

(
b−n(α+ε) ≤ b−nWt|1 · · ·Wt|n ≤ b−n(α−ε)

)
= ϕ∗(α)− 1,

où ϕ∗(α) = infq∈R αq − ϕ(q) est la transformée de Legendre de ϕ, qui est à
valeurs dans [−∞, 1] et atteint son maximum 1 en α = ϕ′(0).

De l’égalité précédente et du fait que card A n = bn, on déduit que lorsque
ϕ∗(α) < 0, pour ε > 0 assez petit, on a∑

n≥1

P
(
∃ w ∈ A n : (b−n(α+ε) ≤ b−nWw|1 · · ·Ww|n ≤ b−n(α−ε)

)
<∞.

Il découle alors du lemme de Borel-Cantelli (et en admettant ici que la contri-
bution de Y (w) à µ([w]) ne joue pas de rôle, ce qui provient du contrôle de la
finitude des moments d’ordres positifs et négatifs de Y ) que f(α, n, ε) = −∞
pour n assez grand, ce qui signifie qu’à partir d’une certaine génération n
on n’observe pas l’exposant α. En revanche, si 0 ≤ ϕ∗(α) ≤ 1 on s’attend à
observer asymptotiquement de l’ordre de bnϕ

∗(α) intervalles où la dimension
locale de µ vaut approximativement α.

Mandelbrot, à l’époque, n’était pas allé jusqu’à considérer le point de vue
géométrique consistant à étudier les ensembles de niveau

Eµ(α) =
{
t : lim

n→∞

log(µ([t|n]))

log |[t|n]|
= α

}
(α ≥ 0)

autres que l’ensemble Eµ(D) ; ils furent essentiellement introduits dans [41]
et [44], et décrivent de façon géométrique l’hétérogénéité de la distribution
de µ. Nous verrons que la mesure µ obéit au formalisme multifractal tel que
défini dans [44] en ce sens que la dimension de Hausdorff de Eµ(α) s’obtient
comme transformée de Legendre de la fonction d’énergie libre

τµ(q) = lim inf
n→∞

−1

n
logb

∑
w∈A n

µ([w])q. (7)
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Poursuivant le point de vue des grandes déviations, Mandelbrot a par la suite
introduit la notion d’exposant latent et de dimension négative [75]. En effet,
si l’on n’observe pas α asymptotiquement parce que ϕ∗(α) < 0, ce dernier
n’en reste pas moins latent au sens où il a tout de même une probabilité non
nulle d’être observé à une génération fixée, et où l’on finira par l’observer à la
génération n, pour n grand, si l’on considère de très nombreuses réalisations
indépendantes de la mesure µ, essentiellement b−nϕ

∗(α) (ceci est formalisé
dans [7]).

Cela conduit Mandelbrot à interpréter 1−ϕ∗(α) comme une codimension
en adoptant le point de vue heuristique suivant : si un ensemble fractal E
inclus dans [0, 1]d a pour dimension de bôıte D, et est donc recouvert ap-
proximativement par bnD cylindres de génération n, alors pour être certain
asymptotiquement de collecter un cylindre de génération n qui contienne un
point de E, on doit en tirer au hasard au minimum bn(d−D), où d−D est la
codimension de E. On voit alors que dans le cas de la mesure µ construite sur
[0, 1], puisque pour observer un intervalle dyadique sur lequel l’exposant de µ
est approximativement égal à α, il faut de l’ordre de b−nϕ

∗(α) réalisations de
µ, soit bn(1−ϕ∗(α)) intervalles, la dimension négative de l’ensemble virtuel des
points sur lesquels on observe un exposant de Hölder égal à α est le nombre
ϕ∗(α).

L’autre façon, plus géométrique, dont Mandelbrot parle d’exposants la-
tents est de construire la cascade sur un pavé [0, 1]d avec d ≥ 1−ϕ∗(α). Alors,
on observera pour n grand un exposant presque égal à α sur un nombre de
cubes de l’ordre de bn(d−1+ϕ∗(α)), tandis que si l’on regarde au hasard une
coupe unidimensionnelle du cube, on n’observera pas α le long de cette coupe.

Les propriétés de grandes déviations précédentes ont la contrepartie géo-
métrique donnée par l’analyse multifractale de µ qui, ainsi que celle de va-
riantes de µ, a fait l’objet de nombreux travaux ([33, 46, 39, 78, 2, 8, 82]).
L’énoncé suivant ne suppose plus la cascade canonique. En revanche nous pos-
tulons toujours que les composantes de W ne s’annulent pas et que ϕ > −∞
sur R (ce qui impose aux λj d’être strictement positifs).

Théorème 2.4. Avec probabilité 1, pour tout α ∈ R+, Eµ(α) est non vide si
et seulement si ϕ∗(α) ≥ 0, et dans ce cas on a

dim Eµ(α) = lim
ε→0

lim
n→∞

f(α, n, ε) = ϕ∗(α) = τ ∗µ(α),

où dim désigne la dimension de Hausdorff.

Il n’est pas question ici d’en donner la preuve complète. Nous en donnons
néanmoins quelques idées.
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Figure 2 – Exemple de couple (ϕ, τµ) dans le cas d’une cascade lognormale. Ici

b = 2, (W0,W1) =
(

eξ0

E(eξ0 )
, eξ1

E(eξ1 )

)
, où ξ0 et ξ1 sont deux variables normales centrées

réduites et indépendantes, et λ0 = λ1 = 1/2. On a ϕ(q) = (q − 1)
(

1 − q

2 log(2)

)
,

D = ϕ′(1) = 1− 1

2 log(2)
, q+ =

√
2 log(2), q− = −q+, τµ(q) =

(
1 + 1/

√
2 log(2)

)2
q

si q < q−, τµ(q) = ϕ(q) si q ∈ [q−, q+], et τµ(q) =
(
1− 1/

√
2 log(2)

)2
q si q > q+.

Rappelons les définitions (4) et (7) de ϕ et τµ. D’abord, (voir [82] notam-
ment, et la figure 2 pour une illustration), en posant

q+ = sup{q > 0 : ϕ∗(ϕ′(q)) ≥ 0} et q− = inf{q < 0 : ϕ∗(ϕ′(q)) ≥ 0},

avec probabilité 1, on a

τµ(q) = lim
n→∞

− 1

n
logb

∑
w∈A n

µ([w])q =


q
ϕ(q−)

q−
si q < q−,

ϕ(q) si q ∈ [q−, q+],

q
ϕ(q+)

q+

si q > q+.

(8)

(il n’est pas difficile de voir que l’hypothèse ϕ′(1) > 0 impose q+ > 1).

La fonction τµ devient linéaire si et seulement s’il existe des exposants la-
tents, c’est à dire si ϕ∗(ϕ′) s’annule. Si l’on écrit

∑
w∈A n µ([w])q sous la forme

12



∑
w∈A n b−nq log(µ([w])/ log(|[w]|), alors l’égalité (8) et le théorème de Gartner-Ellis

(cf. [38]) donnent
lim
ε→0

lim
n→∞

f(α, n, ε) = ϕ∗(α),

presque sûrement, simultanément pour tout α ∈ R+ \ {ϕ′(q−), ϕ′(q+)}.
Pour étudier les ensembles Eµ(α), on considère pour tout q ∈]q−, q+[ les

vecteurs Wq(w) =
(
W q
w·0

E(W q
0 )
, · · · , W

q
w·b−1

E(W q
b−1)

)
, w ∈ A ∗, ainsi que la mesure de

Bernoulli λq associée au vecteur de probabilité

λq = bϕ(q)
(
λq0E(W q

0 ), · · · , λqb−1E(W q
b−1)

)
.

Chacune des familles précédentes détermine une martingale Qq,n · λq qui
converge presque sûrement vers une limite µq = Qq · λq. De plus, un calcul
direct montre que dans ce cas la condition ϕ′(1) > 0 s’écrit ϕ∗(ϕ′(q)) > 0. La
limite est donc non dégénérée. Cependant, pour obtenir le résultat uniforme
en α, il faut disposer de ces mesures strictement positives presque sûrement
simultanément pour tous q ∈]q−, q+[. Ceci est fait dans [8] en exploitant une
idée introduite dans l’étude des grandes déviations pour les marches aléatoires
de branchement [27].

On peut alors considérer pour tout q ∈ R les fonctions génératrices loga-
rithmiques

Lq,n(s) = − 1

n
logb

∑
w∈A n

µ([w])sµq([w])

et

L̃q,n(s) = − 1

n
logb

∑
w∈A n

µq([w])sµq([w])

et montrer que presque sûrement, pour tout q ∈]q−, q+[, pour tout s assez
petit, on a

lim
n→∞

Lq,n(s) = ϕ(q + s)− ϕ(q) et lim
n→∞

L̃q,n(s) = ϕ(qs)− sϕ(q).

Posons Lq(s) = ϕ(q+ s)−ϕ(q) et L̃q(s) = ϕ(qs)− sϕ(q) ; on a L′q(0) = ϕ′(q)

et L̃′q(0) = ϕ∗(ϕ′(q)). On déduit de la convergence des Lq,n et des L̃q,n et du
théorème de Gartner-Ellis que presque sûrement, pour tout ε > 0,

lim sup
n→∞

1

n
log µq

({
t ∈ T :

log(µ([t|n]))

log |[t|n]|
6∈ [L′q(0)− ε, L′q(0) + ε]

})
< 0

et

lim sup
n→∞

1

n
log µq

({
t ∈ T :

log(µq([t|n]))

log |[t|n]|
6∈ [L̃′q(0)− ε, L̃′q(0) + ε]

})
< 0.
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Il résulte alors du lemme de Borel-Cantelli que la mesure µq est concentrée

sur Eµ(L′q(0)) et sur Eµq(L̃
′
q(0)). Elle est donc portée par Eµ(ϕ′(q)) et est

exactement dimensionnelle, de dimension ϕ∗(ϕ′(q)). Cela fournit la borne
inférieure attendue pour dimEµ(ϕ′(q)) uniformément en q ∈]q−, q+[. La borne
supérieure ne pose pas de problème car, en utilisant la définition de la dimen-
sion de Hausdorff, on a facilement dimEµ(α) ≤ limε→0 lim infn→∞ f(α, n, ε).
Le cas des points ϕ′(q−) et ϕ′(q+) est plus délicat ; il est traité dans [8] et [11].

Pour finir, nous recommendons la lecture de [77] dans lequel Mandelbrot
présente une synthèse de ses idées sur les cascades basées sur un exemple
simple.

2.1.3 Quelques travaux liés aux cascades b-adiques

L’équation (5), vraie presque sûrement dans le cadre des cascades mul-
tiplicative, induit une égalité en loi dont la recherche exhaustive des solu-
tions positives a fait l’objets de travaux profonds [36, 43], qui débouchent
sur une extension de la notion de loi semi-stable, et conduisent naturelle-
ment à inclure dans une même classe de processus semi-stables généralisés
les subordinateurs de Lévy stables et les intégrales indéfinies de mesures de
Mandelbrot réalisées sur l’intervalle [0, 1], F (t) =

∫ t
0

dµ(u), en considérant
l’objet plus général Lβ ◦ F , où Lβ est un subordinateur de Lévy stable d’in-
dice β ∈]0, 1] (L1 est l’identité). L’analyse multifractale de ces processus
[21] soulève des difficultés essentielles, et nécessite l’introduction de la no-
tion d’ubiquité hétérogène, qui conduit à une généralisation non triviale du
théorème de Jarnik en théorie métrique des nombres [20].

D’autre part, un certain nombre de théorèmes limites dérivent de l’étude
des cascades. Ainsi, dans le cas des cascades canoniques, loi des grands
nombres, TCL (théorème central limite), loi du logarithme itéré et un prin-
cipe de grandes déviations fonctionnels sont établis dans [65, 66] pour les
mesures aléatoires µn lorsque le nombre de branchement de l’arbre b tend
vers l’infini. Dans [17], le processus multiplicatif de construction de µ est
utilisé itérativement pour construire un système dynamique sur l’ensemble
des solutions de (5) auquel est associé un TCL fonctionnel dont l’objet limite
est un processus gaussien limite d’une cascade additive sur l’arbre b-adique.

Enfin, citons la fragmentation auto-similaire qui a une parenté certaine
avec les cascades sur les arbres [9].

14



2.2 Recouvrements aléatoires et cascades.

2.2.1 Recouvrements aléatoires et cascades de Poisson composées

Recouvrements aléatoires

En 1956, A. Dvoretzky [37] pose le problème suivant : étant données une
suite (ωn)n≥1 de variables aléatoires à valeurs dans le tore T uniformes et
indépendantes et (`n)n≥1 une suite de nombres de ]0, 1[ décroissant vers 0, à
quelle condition sur (`n)n≥1 a-t-on

⋃
n≥1(ωn, ωn+ `n) = T presque sûrement ?

Un certain nombre de mathématiciens s’y sont intéressés et y ont donné
des réponses partielles, jusqu’à ce que L. Shepp [90] (voir aussi [54]), donne
la condition nécessaire et suffisante

∑
n≥1 n

−2 exp
(
`1 + · · · + `n) = ∞. On

s’était aperçu au fil des tentatives que, comme le confirme cette condition,
la solution dépendrait de façon très fine de la vitesse de convergence de `n
vers 0, en montrant qu’il n’y a pas recouvrement presque sûr si `n = α/n et
α < 1 (Billard, cf. [54]), et que ce recouvrement a lieu presque sûrement si
`n = α/n et α > 1 (Kahane, cf. [54]). Le cas α = 1 a finalement été résolu
indépendamment par Mandelbrot [69] et Orey [81]. L’approche de Mandel-
brot repose sur l’introduction du recouvrement poissonien de la demi-droite
R+ pour lequel il pose un problème analogue à celui de Dvoretzky, et auquel
il est capable de ramener ce dernier, l’intérêt étant que le nouveau modèle est
beaucoup plus abordable [70]. Mais la principale motivation de Mandelbrot
est de proposer une construction très naturelle et directe des sous-ensembles
régénératifs, et fractals, de R+ que sont les ensembles de niveaux de processus
de Markov récurrents (c.f. [26]) et qu’on peut voir comme des généralisations
aléatoires des ensembles de Cantor. La construction étendue en dimension 2
lui servira notamment pour construire un modèle aléatoire des cratères de la
lune [72].

La construction est la suivante. Soit ν une mesure de Radon sur (0,∞) et
λ la mesure de Lebesgue sur R+. Soit P un processus de Poisson d’intensité
λ⊗ ν dans R+× (0,∞). On s’intéresse à l’ensemble résiduel R des points de
R+ non recouverts par la famille au plus dénombrable d’intervalles aléatoires,
dits de coupure, {(t, t+r) : (t, r) ∈ P} : R = R+\

⋃
(t,r)∈P(t, t+r). La question

est maintenant de savoir à quelle condition on a R = {0} presque sûrement.
Dans [70], Mandelbrot s’approche de la condition nécessaire et suffisante

trouvée par L. Shepp dans [91] :
∫ 1

0
dx exp

∫∞
x
ν
(
(y,∞)

)
dy =∞.

Cascades de Poisson composées

On considère un processus de Poisson comme précédemment, à ceci près
que la mesure de Lebesgue est prise sur R tout entier, pour des raisons de
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modélisation. Soit Λ = λ⊗ν. A chaque point M de P , on associe une variable
aléatoire WM , prise dans une collection de variables aléatoires indépendantes,
indépendantes de P , et identiquement distribuées avec une variable stricte-
ment positive W intégrable. Soit b ≥ 2 un entier, et pour n ≥ 1 et t ∈ [0, 1]
le cône tronqué

∆Cn(t) =
{

(t′, r) : b−n < r ≤ b1−n, t− r/2 ≤ t′ < t+ r/2
}
.

On obtient une [0, 1] martingale de la façon suivante. Pour t ∈ [0, 1] et n ≥ 1,
posons

Pn(t) = e−Λ
(

∆Cn(t)
)

(E(W )−1)
∏

M∈P∩∆Cn(t)

WM ,

et

Qn(t) =
n∏
k=1

Pk(t).

Comme modèle aléatoire de turbulence, qui sera étudié dans [14], Mandelbrot
propose la mesureQ·λ|[0,1] = limn→∞Qn·λ|[0,1] (qui s’avère ne pas dépendre de
la base b choisie ; en effet on pourrait aussi bien définir ici un chaos multiplica-
tif à temps continu, voir [14]) lorsque ν(dr) = δdr/r2, avec δ > 0. Ce modèle
a l’avantage de posséder des propriétés d’autosimilarité en loi tout comme les
cascades b-adiques, mais il s’affranchit de sa dépendance d’une grille prescrite
et physiquement non réaliste. Les poids Pk(t) sont maintenant i.i.d., et l’on a
essentiellement les mêmes résultats que pour une cascade canonique b-adique
en ce qui concerne la non dégénérescence, la finitude des moments et l’analyse
multifractale (à condition de remplacer dans la définition des ensembles de
niveau les cylindres de T par les intervalles b-adiques correspondants, ou par
des intervalles centrés de rayon tendant vers 0) ; la fonction ϕ à considérer
est encore donnée par (4), mais elle doit être calculée avec le poids aléatoire
P1(t), ce qui donne

ϕ(q) = q − 1 + δ
(
q(E(W )− 1)− (E(W q)− 1)

)
.

Les martingales Qn · λ, sont appelées cascades de Poisson composées. Au
delà de leur intérêt propre, ces objets jouent un rôle primordial dans l’ana-
lyse fine des recouvrements aléatoires, en permettant de préciser le caractère
plus ou moins hétérogène de la fréquence de recouvrement des points [10, 9].
Par exemple, dans le recouvrement de Dvoretzky, notons Nn(t) le nombre
d’arcs qui parmi les n premiers recouvrent t et supposons `n = α/n ; on a
E(Nn(t)) = `1 + · · · + `n ∼ α log(n) pour chaque t ∈ T, et le théorème de

Fubini donne alors limn→∞
Nn(t)
α log(n)

= 1 presque sûrement, Lebesgue presque
partout. En utilisant le lien établit par Mandelbrot entre recouvrement de
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Dvoretzky et recouvrement poissonien, et en considérant une famille ap-
propriée de cascades de Poisson composées, on peut enrichir l’information
précédente en montrant qu’avec probabilité 1, pour tout β ≥ 0, la dimension
de Hausdorff de l’ensemble des points t de T tels que limn→∞

Nn(t)
α log(n)

= β est

donnée par 1− α(1− β + β log β) (ici encore une dimension négative signifie
que l’ensemble est vide).

2.2.2 Cascades log-infiniment divisibles.

L’étude des cascades de Poisson composées a servi de socle à la construc-
tion de la classe plus large des cascades log-infiniment divisibles dans [6],
principalement motivée par la modélisation de la turbulence et celle de cer-
taines données financières.

Nous adoptons les notations de la section précédente.
Soit ψ un exposant caractéristique de Lévy défini sur R, i.e.

ψ : ξ ∈ R 7→ iaξ − σ2ξ2/2 +

∫
R

(
1− eiξx + iξx1|x|≤1)

)
π(dx), (9)

où a ∈ R, σ ∈ R et π est une mesure de Radon sur R \ {0} telle que∫
(1 ∧ |x|2)π(dx) <∞.

Soit ρ une mesure signée aléatoire infiniment divisible sur R × R∗+, de
mesure de contrôle Λ et d’exposant de Lévy ψ (voir [86] pour la construction).
Ainsi, pour tout borélien B ∈ R× R∗+ et tout ξ ∈ R, on a

E(eiξρ(B)) = exp
(
ψ(ξ)Λ(B)

)
et, pour toute famille finie {Bi} de boréliens deux à deux disjoints dans R×R∗+
tels que Λ(Bi) <∞, les variables aléatoires ρ(Bi) sont indépendantes.

Soit I l’intervalle des ξ ∈ R tels que
∫
|x|≥1

eξxπ(dx) < ∞. La fonction ψ

s’étend naturellement à −iI. Si l’on suppose que 1 ∈ I, alors sans perte de
généralité on peut supposer que ψ(−i) = 1 et définir pour n ≥ 1 et t ∈ [0, 1]
le poids aléatoire d’espérance 1

Pn(t) = exp
(
ρ
(
∆Cn(t)

))
,

puis la [0, 1]-martingale Qn(t) =
n∏
k=1

Pn(t).

Lorsque ν(dr) = dr/r2, on a les mêmes résultats que pour les cascades de
Poisson composées quant à la non dégénérescence, la finitude des moments
et l’analyse multifractale ; les preuves utilisent les mêmes ressorts (voir [15]
qui traite une classe de [0, 1]-martingales abstraites contenant celles décrites
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dans cet article et d’autres exemples de tels objets auto-similaires en loi). La
fonction ϕ prend ici la forme

ϕ(q) = q − 1− ψ(−iq).

Un autre apport important de [6] est de modifier la construction du poids
P1(t) pour obtenir une remarquable propriété d’invariance d’échelle pour les
masses des sous-intervalles de [0, 1].

Les cascades log-infiniment divisibles gaussiennes (a = 0 et π = 0), ainsi
que les cascades canoniques log-normales, ont fait l’objet tout récemment
d’une attention particulière dans le domaine de la gravité quantique, avec la
démonstration de la formule “KPZ”, où log(Qn(t)) est le champ libre gaussien
[25, 87, 35]. Elles interviennent également dans la construction de processus
proches des courbes SLEκ par la méthode de soudure conforme [4].

3 Cascades multiplicatives signées

Des phénomènes intermittents, tels l’évolution de la vitesse d’une parti-
cule de fluide turbulent au cours du temps ou celle des cours de la bourse,
se mesurent naturellement à l’aide de fonctions. Il faut donc des modèles
aléatoires de fonctions multifractales. On peut en construire en subordon-
nant à une fonction B d’irrégularité constante (nous dirons monofractale),
telle un mouvement brownien fractionnaire ou une fonction de Weierstrass,
une fonction croissante multifractale F du type intégrale indéfinie de cascade
multiplicative afin d’obtenir la fonction B ◦ F (il existe des variantes de ce
type de constructions consistant, grosso modo, à intégrer une [0, 1]-martingale
contre un mouvement brownien fractionnaire). Ce type de modèle fut intro-
duit et promu par Mandelbrot [76]. Il était motivé par l’idée que lorsque
c’est possible, il est souhaitable, pour mieux comprendre sa structure, de
représenter une fonction multifractale réelle ou complexe f définie sur un in-
tervalle comme la composée d’un objet monofractal B (c’est dire qu’il existe

H ∈ (0, 1) tel que pour tout t, lim inf
r→0+

log OscB([t− r, r + r])

log(r)
= H), donc de

géométrie fractale a priori plus simple, représentant toute la structure des
oscillations de f , avec un changement de temps croissant qui porte toute
les propriétés de multifractalité. Ce principe de représentation fonctionne
pour certaines classes de fonctions dites auto-similaires ou auto-affines, dont
il simplifie considérablement l’analyse multifractale ([50, 76, 89]). Il opère
également en un sens générique dans certaines classes de fonctions [32]. Une
construction alternative consiste à considérer des séries d’ondelettes à coeffi-
cients prescrits judicieusement [3, 5, 19]. Cependant, Mandelbrot savait de-
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puis ses tout premiers travaux sur les processus multiplicatifs qu’il était pos-
sible de construire directement des fonctions aléatoires sur le modèle des cas-
cades multiplicatives en autorisant les poids à prendre des valeurs négatives,
comme il l’explique dans ses notes [73]. Il attachait beaucoup d’importance
à cette situation générale ; mais ce n’est que récemment que cette idée s’est
pleinement développée, à partir de ses conjectures pour le cas monofractal
donnant lieu à l’article [16]. Cet article a ouvert la voie à des développements
importants dont nous allons donner un aperçu. Nous verrons en particulier
que les limites presque sûres de cascades multiplicatives signées peuvent elles-
mêmes avoir la propriété de se décomposer comme mouvement monofractal
en temps multifractal, et que l’étude de certains cas dégénérés a fait émerger
le mouvement brownien en temps multifractal comme processus limite d’un
TCL fonctionnel. Nous verrons également que ces travaux révèlent de nou-
veaux comportements multifractals. Nous n’aborderons ici que les cascades
b-adiques.

3.1 Construction et résultats de convergence

On considère maintenant W = (W0, . . . ,Wb−1) un vecteur aléatoire dont
les composantes sont complexes et intégrables, et tel que E(

∑b−1
j=0Wj) = 1.

Soit {W (w) = (Ww·0, . . . ,Ww·b−1)}w∈A ∗ une famille de copies de W indépen-
dantes. Soit alors pour tout n ≥ 1 la fonction FW,n définie sur [0, 1] par

FW,n(t) =

∫ t

0

bnWu|1Wu|2 · · ·Wu|n du,

où u|n désigne le mot formé des n premiers chiffres du développement b-adique
de u.

Lorsque les poids sont positifs, FW,n n’est autre que l’intégrale indéfinie
de la mesure µn associée aux vecteurs (Ww·0/E(W0), . . . ,Ww·b−1/E(Wb−1)) et
au vecteur de probabilité λ = (E(W0), . . . ,E(Wb−1)) dans la section 2.1.1.

Soit à présent

ϕW (q) = − logb E
( b−1∑
j=0

|Wj|q
)
.

3.1.1 Convergence forte et décomposition

On dispose de conditions suffisantes pour la convergence de Fn = FW,n,
qui semblent optimales au regard du cas des poids positifs (théorèmes 2.1
et 2.3). Les résultats suivants, illustrés par les figures 3.1.1 et 3.1.1, sont
établis dans [12, 13]. Il s’avère naturel de distinguer le cas non conservatif
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Figure 3 – Gauche : Convergence uniforme d’une cascade canonique dyadique

à valeurs complexes : Fn pour n ∈ {9, 11, 15, 16, 17, 18}. Droite : Convergence

uniforme d’une cascade non canonique, non conservative, à valeurs réelles : FW,n
pour n ∈ {2, 4, 8, 12} (b = 3).

(pour lequel W0 + · · · + Wb−1 n’est pas presque sûrement égal à 1) du cas
conservatif.

Théorème 3.1. Supposons que l’on a P
(∑b−1

i=0 W (i) 6= 1
)
> 0 et qu’il existe

q > 1 tel que ϕW (q) > 0. Supposons aussi q ∈]1, 2] ou ϕW (2) > 0.

1. (Fn)n≥1 converge uniformément, presque sûrement et en norme Lq,
quand n→∞, vers une fonction höldérienne F = FW .

2. F =
b−1∑
i=0

1[i/b,(i+1)/b]

(
F (i/b) + W (i)Fi ◦ S−1

i

)
, où Si(t) = (t + i)/b, les

objets aléatoires W , F0, . . . , Fb−1 sont indépendants, les Fi ayant même
loi que F et l’égalité ayant lieu presque sûrement.

Dans le cas conservatif, on a la généralisation non triviale suivante de la
construction classique de fonctions auto-affines [61], qui correspond au cas de
poids déterministes. En particulier, la seconde partie fournit de façon un peu
inattendue des fonctions continues auto-affines en loi, nulle part localement
höldériennes, et qui exhiberont de nouveaux comportements multifractals (cf.
section 3.2).

Théorème 3.2. Supposons P
(∑b−1

i=0 W (i) = 1
)

= 1.

1. S’il existe q > 1 tel que ϕW (q) > 0, on a les mêmes conclusions que
dans l’énoncé précédent.
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Figure 4 – Gauche : Convergence uniforme d’une cascade conservative à valeurs

réelles, dans la cas non critique : FW,n pour n ∈ {2, 4, 8, 12} (b = 3). Droite :

Convergence uniforme d’une cascade conservative à valeurs réelles, dans la cas

critique : FW,n pour n ∈ {2, 4, 6, 9} (b = 4).

2. (Cas critique) Supposons limq→∞ ϕW (q) = 0, c’est-à-dire P(∀ 0 ≤ i ≤
b− 1, |W (i)| ≤ 1) = 1 et

∑b−1
i=0 P(|W (i)| = 1) = 1.

Supposons aussi que l’on a P(card{i : |W (i)| = 1} = 1) < 1 et qu’il
existe γ ∈ (0, 1) tel que, presque sûrement, pour tout i tel que 0 ≤ i < b,
on ait

|Wi| ≤ γ

ou

|Wi| = 1 et
( i−1∑
k=0

W (i),
i∑

k=0

W (i)
)
∈ {(0, 1), (1, 0)}.

Alors, (Fn)n≥1 converge presque sûrement uniformément vers une limite
F = FW nulle part localement höldérienne, et qui satisfait la partie 2
du théorème 3.1.

La relation d’auto-affinité en loi exprimée par le théorème 3.1.2 doit être
vue comme une extension de (5). Insistant alors sur un point déjà abordé
dans la section 2.1.3, nous remarquons que l’égalité en loi qui en résulte est
la même que celle satisfaite par un processus de Lévy stable composé avec
l’intégrale indéfinie d’une mesure de Mandelbrot indépendante.

Les fonctions limites construites prédemment peuvent-elles se décomposer
comme processus monofractal en temps multifractal ? On s’attend à ce que
cela soit le cas sous certaines hypothèses, puisqu’il en est ainsi dans le cas
déterministe [76]. On conjecture cependant que cela ne soit pas vrai en général
(voir la discussion relative au cas critique conservatif dans [13]). Nous aurons
besoin d’une définition.

21



Définition 3.1. Si β > 0 et ϕW (β) > −∞, alors pour w ∈ A ∗ posons

W (β)(w) = bϕW (β)(|Ww0|β, . . . , |Ww·b−1|β).

Nous avons ϕW (β)(q) = ϕW (βq) − qϕW (β) pour tout q > 0. En particulier,
ϕW (β)(1) = 0, et s’il existe q ∈]1, 2[ tel que ϕW (β)(q) > 0, nous notons FW (β)

la fonction croissante obtenue comme limite uniforme presque sûre de

FW (β),n(t) =

∫ t

0

W (β)
u|1

)W (β)
u|2
· · ·W (β)

u|n
bndu

dans les théorèmes 3.1 et 3.2. La fonction FW (β) est presque sûrement stric-
tement croissante si les |Wj| sont presque sûrement srictement positifs.

Sous des hypothèses fortes, on a le résultat suivant [13] illustré par la
figure 5.

Théorème 3.3. Supposons que l’on a P(W ∈ Cb \ Rb
+) > 0 et ϕW > −∞

sur R et que les hypothèses du théorème 3.1 ou du théorème 3.2(1) soient
vérifiées.

Soit β = min{q : ϕW (q) = 0}. Supposons que ϕW (q) > 0 pour tout q > β.
Alors β > 1, FW (β) est non dégénérée et, avec probabilité 1, la fonction
B1/β = FW ◦ F−1

W (β) est monofractale d’exposant de Hölder égal à 1/β.

Notons que lorsque les poids Wj sont réels et de valeur absolue presque
sûrement égale à une constante b−1/β, le changement de temps se réduit à
l’identité et la fonction limite F est un objet monofractal obtenu par cascade
multiplicative. Dans le cas non conservatif, on obtient un processus qui par-
tage beaucoup de propriétés avec le mouvement brownien fractionnaire de
même indice, mais qui est de construction plus directe ; ce fait remarquable
fut l’une des toutes premières motivations de Mandelbrot pour considérer
les cascades signées. Cependant, l’exposant 1/β est contraint d’appartenir à
]1/2, 1] d’après le théorème 3.1 (consulter [16] pour une étude spécifique du
cas monofractal).

3.1.2 Convergence faible vers un mouvement brownien en temps
multifractal

Lorsque les hypothèses du théorème 3.1 sont violées, il est naturel de
chercher une renormalisation du processus FW,n qui le fasse converger en loi
vers un objet non trivial. Dans le cas où les poids sont positifs, des résultats
récents provenant de l’étude des marches aléatoires de branchement four-
nissent de telles normalisations. Sous certaines hypothèses : (1) dans le cas
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Figure 5 – La fonction limite FW à droite de la figure 3.1.1 (gauche) s’écrit

comme la fonction monofractale B1/β = FW ◦F−1
W (β) d’exposant H = 1/β ≈ 0.7168

(centre) en le temps multifractal FW (β) (droite).

critique où ϕ′(1) = 0, n1/2F ′W,n converge en probabilité, mais pas presque
sûrement ; la mesure limite est, à un coefficient multipicatif près, la limite
faible de la suite µ̃W,n(dt) = −F ′W,n(t) log(F ′W,n(t)/bn)dt (voir [28, 63]), dont
l’analyse multifractale est faite dans [8] ; (2) dans le cas ϕ′(1) < 0, notant
β l’unique racine de ϕ∗ dans (0, 1), n3/2βbnβF ′W,n converge faiblement en loi
vers un multiple de la dérivée d’un subordinateur de Lévy stable Lβ d’indice
β composé avec l’intégrale indéfinie de la mesure critique µ̃W (β) , considérée
indépendamment de Lβ [67, 18] (on pourra aussi consulter [93] pour le cas
des cascades canoniques lognormales).

Pour les cascades signées, il existe aussi une normalisation naturelle, qui
dans certains cas fait converger faiblement le processus vers un mouvement
brownien en temps multifractal. Nous ferons les hypothèses suivantes.

1. La cascade est non conservative et les composantes de W sont réelles.

2. ϕW > −∞ sur R+.

3. ϕW (2) ≤ 0 et ϕW est croissante.

Il résulte de ces hypothèses que |Wj| ≤ 1 p.s. pour tout j, et aussi que les
poids ne sont pas positifs (sinon on aurait ϕW (1) = 0 ≥ ϕW (2), ce qui contre-
dirait la croissance de ϕW puisque cette fonction est concave) ; en particulier,
on n’est pas sous les hypothèses du théorème 3.1, et un calcul direct montre
que la martingales Fn(1) n’est pas bornée dans L2. Plus précisément,

E(|Fn(1)|2) ∼

σ
2b−nϕW (2) avec σ2 =

E
(∣∣∑b−1

i=0 Wi

∣∣2)− 1

E
(∑b−1

i=0 |Wi|2
)
− 1

si ϕW (2) < 0

σ2n avec σ2 =
∑

i 6=j E(WiWj) si ϕW (2) = 0

.

De plus, (3) implique ϕW (2)(q) > 0 pour tout q > 1. La fonction croissante
FW (2) (cf. définition 3.1) est par conséquent non dégénérée.
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Figure 6 – Convergence faible de Fn/
√

E(Fn(1)2)) vers un mouvement brownien

en temps multifractal dans le cas non conservatif.

Théorème 3.4. Sous les hypothèses précédentes, la fonction continue aléa-
toire Fn/

√
E(Fn(1)2) converge en loi vers B ◦FW (2), où B est un mouvement

brownien standard indépendant de FW (2).

3.2 Analyse multifractale de la rugosité du graphe de F

L’analyse multifractale des fonctions limites F obtenues dans les théo-
rèmes 3.1 et 3.2 est un raffinement de celle de la mesure µ. On considère
maintenant l’exposant de Hölder associé aux oscillations d’ordre 1 de F ,

hF (t) = lim inf
r→0+

log OscF ([t− r, r + r])

log(r)

et ses ensembles de niveau

EF (h) = {t ∈ [0, 1] : hF (t) = h} (h ≥ 0).

L’exposant hF (·) doit être vue comme une mesure de l’aspect plus ou moins
rugueux du graphe de F en tout point : la rugosité en t est d’autant plus
grande que l’amplitude de l’oscillation OscF ([t − r, r + r]) = sup{|F (u) −
F (v)| : u, v ∈ [t − r, r + r]} est contrôlé par une puissance de r petite, i.e.
que hF (t) est petit.
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Figure 7 – Fonction τF (gauche) et sa transforme de Legendre (droite) donnant

un spectre multifractal croissant et supporté par [0,∞] dans la limite d’une cascade

conservative critique.

Soit

τF (q) = lim inf
r→0

log sup {
∑

i OscF (Bi)
q}

log(r)
,

le supremum étant pris sur toutes les familles d’intervalles fermés disjoints
deux à deux Bi de diamètre 2r et centrés sur supp(F ′), où F ′ est la dérivée de
F au sens des distributions. C’est une version adaptée à l’étude des ensembles
EF (h), et indépendante d’une grille donnée, de la fonction d’énergie libre τµ.
On a l’énoncé suivant, volontairement flou sur ses hypothèses pour éviter
une discussion de cas un peu fastidieuse. On le trouve détaillé et complété
dans [11], où l’on propose une analyse multifractale plus fine de F (voir aussi
[47, 48, 49, 19, 9] pour avoir une idée précise du formalisme multifractal pour
les fonctions, et en particulier [48] qui discute de façon approfondie de la
conjecture de Frisch-Parisi).

Théorème 3.5. Sous des hypothèses naturelles, avec probabilité 1, pour
tout h ≥ 0, EF (h) est non vide si seulement si τ ∗F (h) ≥ 0, et dans ce cas
dimEF (h) = τ ∗F (h).

Il résulte de cet énoncé que pour les limites de cascades multiplicatives
signées conservatives et critiques (théorème 3.2), le spectre multifractal de F ,
c’est-à-dire l’application h 7→ dimEF (h), a son extrémité gauche en (0, 0)
et y a une pente infinie. Ce cas de figure extrême semble n’avoir été jus-
qu’ici observé sur aucune autre construction naturelle [3, 5, 19] ou générique
[48, 51]. De plus, il peut être combiné avec la propriété de F d’avoir un
spectre croissant et couvrant tous les exposants de l’intervalle [0,∞], lorsque
ϕ′W (0+) = −∞. Ceci est illustré par la figure 7.

Cependant, les ensembles EF (h) ne sont qu’indirectement reliés à la rugo-
sité apparente du graphe, puisqu’ils vivent dans le support de F . Cela conduit
à considérer le spectre de rugosité qui donne les dimensions de Hausdorff des
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Figure 8 – Exemple de spectre de rugosité h 7→ dimGF (h).

ensembles obtenus en relevant dans le graphe de F les ensembles EF (h), c’est
à dire les dimensions de Hausdorff des ensembles

GF (h) = {(t, F (t)) : t ∈ EF (h)} (h ≥ 0).

On a le résultat suivant [52], qui est le premier du genre pour les processus
stochastiques multifractals.

Théorème 3.6. dans le cas non conservatif, sous des hypothèses naturelles,
et pour F à valeurs réelles, avec probabilité 1, on a

dim Graph(F ) = 1− τ(1),

et, pour tout h ≥ 0 tel que EF (h) 6= ∅, on a

dimEF (h) = τ ∗F (h)

et

dimGF (h) =
(dimEF (h)

h
∧
(

dimEF (h) + 1− h
))
∨ dimEF (h).
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