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1. Introduction

Les produits infinis de fonctions peuvent engendrer des objets très variés
lorsqu’ils ne convergent pas vers une fonction. Ainsi, pour étudier l’algèbre des
mesures sur un groupe abélien localement compact, et en particulier établir son
asymétrie, Hewitt et Zuckerman [116] ont été amenés à considérer des produits
de Riesz de la forme

∏
j≥1

(1 + Re ajγj), où les aj sont des nombres complexes

tels que |aj | ≤ 1 et les γj sont des caractères d’un groupe abélien compact
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vérifiant certaines conditions d’indépendance. De tels produits convergent ra-
rement ponctuellement ou même presque partout par rapport à la mesure de
Haar. En revanche, ils convergent faiblement vers une mesure positive.

Des produits infinis de fonctions aléatoires ont été considérés par Novikov
et Stewart [178] et par Yaglom [225] dans un cadre restreint, puis les cas-
cades multiplicatives ont été introduites dans leur forme conservative et sur
une grille régulière dans [224] et sous forme de martingales par B. Mandel-
brot [164, 165, 167, 168] pour décrire la turbulence et, plus généralement, les
phénomènes intermittents (tels la répartition des minéraux rares dans l’écorce
terrestre). Là encore, la convergence ponctuelle de ces produits n’a pas de
sens et l’objet limite est une mesure aléatoire. Ces cascades sont susceptibles
de beaucoup de généralisations, qui ne seront pas toutes ici abordées pour
rester dans le cadre d’un article visant un public assez large. Il est à noter
que les cascades multiplicatives et les processus de fragmentation présentent
quelque parenté.

Mentionnons aussi que les recouvrements aléatoires et la percolation sur les
arbres relèvent de cette problématique : il s’agit en effet de produits infinis de
fonctions indicatrices aléatoires [68, 69].

L’étude des cascades multiplicatives [167, 168, 169, 138] a conduit au
concept de multifractal. Ce concept, au début [113, 108] assez vague de
“mélange d’ensembles de dimensions différentes” portant chacun une singula-
rité höldérienne a connu différentes étapes de formalisation dans les années 80
([112, 48]) puis dans les années 90 ([40, 185, 124]). Il se trouve que cette
genèse des multifractals s’est faite indépendamment du procédé de Ruelle, basé
sur la thermodynamique, de calcul de dimension de Hausdorff, alors qu’ils ont
une parenté certaine. De nos jours l’analyse multifractale est un ensemble
d’outils qui s’appliquent à de nombreuses situations, notamment en théorie
ergodique. Au début c’était un moyen d’analyse de la régularité locale des me-
sures et des fonctions, mais on s’est assez vite aperçu que c’était un concept
d’analyse qui permet, étant donné un espace métrique (E, d) et une collection
de propriétés {Pα}α∈A telles que les ensembles Eα = {t ∈ E : t vérifie Pα}
soient disjoints, de comparer la taille de ces ensembles à l’aide de leurs dimen-
sions fractales. Ainsi peut-on dire aussi que l’on fait de l’analyse multifractale
en théorie de l’ubiquité, quand par exemple on calcule les dimensions de Haus-
dorff des nombres irrationnels approchés à une vitesse donnée par les nombres
rationnels ([128, 109, 53, 125, 43]), ou quand on étudie les ensembles de
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points où la loi du logarithme itéré est violée pour le mouvement brownien

[187] : Eα =
{
t ∈ [0, 1] : lim suph→0

Bt+h−Bt√
2h log log h−1

= α

}
, α > 1.

Dans ce texte, nous abordons produits de Riesz, mesures de Gibbs, cascades
de Mandelbrot et certaines de leurs généralisations comme objets d’étude et
aussi outils naturels d’analyse, une place importante étant consacrée à leur
analyse multifractale et ses applications.

Le chapitre 2 présente quelques propriétés des produits de Riesz. Le cha-
pitre 3 introduit et dégage quelques propriétés fondamentales d’une large classe
de fonctions positives définies sur l’ensemble des cylindres d’un espace sym-
bolique sur un alphabet fini. Cette classe de fonctions, dites ”presque multi-
plicatives”, contient les mesures de Gibbs du formalisme thermodynamique,
mais aussi d’autres exemples qui apparaissent naturellement dans l’étude des
projections de ces mesures sur des ensembles auto-similaires ou auto-affines.
Le chapitre 4 introduit la notion de T -martingale (ou chaos multiplicatif), qui
est l’objet abstrait introduit par J.-P. Kahane afin de formaliser les modèles
de turbulence de B. Mandelbrot. On dégage les principaux résultats de conver-
gence connus pour ces objets, ainsi que des propriétés de finitude des moments
de leur masse totale ; ces résultats ne seront démontrés que dans le cas par-
ticulier, mais fondamental, des cascades canoniques de Mandelbrot. Enfin, on
montre comment résoudre une question de convergence de séries de Fourier
lacunaires déterministes à l’aide de produits de Riesz aléatoires vus comme
T -martingales.

Les chapitres 2 à 4 sont indépendants, mais nous verrons que les trois fa-
milles de mesures qui y sont construites ne sont pas sans intersection. Ces
mesures sont en général singulières par rapport à la mesure de Lebesgue.
Quand elles possèdent des propriétés d’invariance d’échelle, il devient pos-
sible de décrire précisément leur distribution aux petites échelles, en étudiant
dans un premier temps leur dimension, puis leur analyse multifractale. Elles
peuvent également être utilisées pour mettre en évidence les propriétés fines
d’objets qui leurs sont intimement liés. Le chapitre 5 introduit et explore la
notion de dimension d’une mesure, et le chapitre 6 développe un formalisme
multifractal très général. Ces deux chapitres sont ensuites utilisés dans la des-
cription des propriétés multifractales des mesures presque multiplicatives dans
le chapitre 7, et des cascades de Mandelbrot sur un espace symbolique dans le
chapitre 8. Le chapitre 7 aborde aussi l’analyse multifractale des réalisations
géométriques des mesures de Gibbs sur des ensembles auto-similaires ou auto-
affines, tandis que le chapitre 8 propose plusieurs applications de l’analyse
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multifractale des cascades de Mandelbrot à la description d’autres objets na-
turels. Le chapitre 9 est consacré à des applications fondamentales de l’étude
des mesures de type T -martingales ou Gibbs dans la résolution de problèmes
de percolation et de recouvrement.

2. Produits de Riesz

Nous commençons en décrivant une classe de mesures engendrées par mul-
tiplication, certainement la première à avoir été considérée, qui émane natu-
rellement de l’analyse de Fourier. Il s’agit des produits de Riesz. Nous nous
plaçons d’abord dans le cadre général des groupes abéliens compacts, puis
nous examinons trois exemples concrets de tels groupes.

Deux questions seront particulièrement discutées, l’une est la convergence
presque partout d’une série trigonométrique lacunaire par rapport à un produit
de Riesz et l’autre est celle de l’absolue continuité d’un produit de Riesz par
rapport à un autre. A travers les produits de Riesz on abordera aussi la notion
de quasi bernoullicité qui jouera un rôle important dans l’analyse multifractale
des mesures presque multiplicatives.

2.1. Des mesures produits aux produits de Riesz. — Les mesures de
Bernoulli sont certainement les plus simples parmi les mesures engendrées par
multiplication. Ces mesures sont bien étudiées en probabilité comme modèle
probabiliste classique. Soit m ≥ 2 un entier. Soit p = (p0, p1, · · · , pm−1) un
vecteur de probabilité, i.e. pj ≥ 0 et

∑m−1
j=0 pj = 1. Sur l’espace produit Σ+

m =
{0, 1, · · · ,m−1}N, le vecteur de probabilité p définit une mesure de probabilité
µp, dite mesure produit infini de Bernoulli, de la façon suivante

µp([x0, x1, · · · , xn]) = px0px1 · · · pxn

où [x0, x1, · · · , xn] désigne le cylindre constitué des points y ∈ Σ+
m tels que

yj = xj pour 0 ≤ j ≤ n. En vertu du théorème d’extension de Carathéodory,
µp s’étend d’une façon unique à la tribu borélienne. Il est à rappeler que les
variables Xn (n ≥ 0) définies sur Σ+

m par Xn(x) = xn sont indépendantes et
identiquement distribuées, ayant (p0, p1, · · · , pm−1) comme la loi de probabilité
commune.

Voici une généralisation. Soit (Ωn,An, µn) (n ≥ 0) une suite d’espaces de
probabilité. Sur l’espace produit mesurable (Ω,A) où Ω =

∏∞
n=0 ωn et A =⊗∞

n=0An, on peut définir une mesure, produit infini de mesures µ, de façon
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suivante

µ(A0 ×A1 × · · · ×An × Ωn+1 × · · · ) = µ0(A0)µ1(A1) · · ·µn(An)

pour Aj ∈ Aj (0 ≤ j ≤ n). Ainsi on obtient un bon modèle de probabilité
(Ω,A, µ) sur lequel les variables aléatoires Xn (n ≥ 0) définies par Xn(ω) = ωn
sont indépendantes, ayant µn comme lois de probabilité.

On se donne pour tout n ≥ 0 une autre mesure de probabilité νn sur
(Ωn,An). On désigne par ν la mesure produit infini définie par (νn)n≥0. Sup-
posons que pour tout n ≥ 0, νn soit absolument continue par rapport à µn
(ce fait est noté νn � µn). Sous quelle condition, a-t-on ν � µ ? Kakutani
[140] avait posé cette question et montré la dichotomie suivante : ou bien ν

est absolument continue par rapport à µ, ou bien ν est sigulière par rapport à
µ, i.e. ν et µ sont portées par deux ensembles disjoints (ce fait est noté ν ⊥ µ).

Théorème 2.1 ([140]). — Sous les hypothèses ci-dessus, on a ν � µ ou
ν ⊥ µ selon que le produit infini suivant convergence ou diverge

∞∏
n=0

∫
Ωn

√
dνn
dµn

dµn

où dνn
dµn

désigne la dérivée de Radon-Nikodym de νn par rapport à µn.

Nous allons présenter une preuve de ce théorème se basant sur la théorie de
martingales de Doob.

Démonstration. Tout d’abord, observons que

Mn =
n∏
j=0

dνj
dµj

est une martingale positive sur (X,A, µ) car les dνj
dµj

sont µ-indépendantes.
Montrer que ν � µ revient à montrer que la martingale Mn est L1(µ)-
convergente. Sa limite est alors nécessairement dν

dµ .
Posons Zn = dνn

dµn
et zn = Eµ

√
Zn. Il est clair que 0 < zn ≤ 1. Considérons

aussi la martingale positive suivante

Nn =
√
Z0

z0

√
Z1

z1
· · ·
√
Z1

z1
=

√
Mn

z0z1 · · · zn
.

D’après le théorème de convergence de Doob, les deux µ-martingales Mn et Nn

convergent µ-presque partout vers, disons M∞ et N∞, respectivement. D’autre
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part, observons que pour tout cylindre C = A0 ×A1 × · · · ×Ak × Ωk+1 × · · ·
(Aj ∈ Aj), on a

(1) ν(C) =
∫
C
Mndµ (∀n ≥ k).

Supposons que
∏∞
n=0 zn > 0. Alors

EµN2
n =

1
(z0z1 · · · zn)2

= O(1).

D’après l’inégalité maximale de Doob, (Mn) est uniformément µ-intégrable et
donc L1(µ)-convergente vers M∞. Ceci implique que ν(C) =

∫
CM∞dµ pour

tout cylindre C. Cela suffit pour conclure que ν � µ et dν
dµ = M∞.

Supposons maintenant que
∏∞
n=0 zn = 0. Observons que

Eµ
√
Mn = Eν

√
M−1
n =

n∏
j=0

zj → 0 (n→∞).

et que EνM−1
n = 1 d’où

M−1
n > 0 ν−p.p.

Décomposons ν en ν = νr + νs, où νr � µ et νs ⊥ µ. Pour tout N > 0,
considérons τN := νr1 dν

dµ
≤N , la restriction de νr à {ω : dνdµ ≤ N}. Remarquons

que τN ≤ ν et τN ≤ Nµ. D’après l’inégalité de Cauchy-Schwarz, on a

τN (Ω)2 =
(∫

M1/4
n M−1/4

n dτ

)2

≤ Eτ
√
MnEτ

√
M−1
n ≤ NEµ

√
MnEν

√
M−1
n

Le terme à droite tendant vers zero lors n → ∞. On obtient τN = 0, d’où
νr = 0. �

D’après (1), la mesure produit ν peut être considérée comme la limite faible

ν = lim
n→∞

n∏
j=0

dνj
dµj

dµ,

où les variables dνj
dµj

sont indépendantes par rapport à la mesure produit µ
prise comme mesure de référence. De ce point de vue, les produits de Riesz
sont définis de façon similaire, mais par des variables non nécessairement
indépendantes. En fait, les produits de Riesz sont définis sur un groupe et
la mesure de référence est la mesure de Haar du groupe. Il est à noter que
la construction de produits de Riesz est bien antérieure au travail de Kaku-
tani. Depuis leur apparition, les produits de Riesz constituent un outil pour
construire des mesures exhibant différents types de propriétés. La première
construction est due à F. Riesz [204] (1918) qui a montré l’existence d’une
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fonction continue à variation bornée sur le cercle T = R/Z, dont les coefficients
de Fourier-Stieljes ne tendent pas vers zéro. Son exemple est

F (x) = lim
N→∞

∫ x

0

N∏
n=1

(1 + cos 2π4nt)dt.

Toute fonction à variation bornée correspond à une measure de Radon. On
désigne par M(T) l’algèbre de Banach de toutes les mesures de Radon sur T.
D’après le théorème de représentation de Riesz, M(T) est l’espace dual de
C(T), l’espace des fonctions continues. Soit µ ∈ M(T). Les coefficients de
Fourier-Stieljes de µ sont définis par

µ̂(k) =
∫
e−2πikxdµ(x) (∀k ∈ Z).

Rappelons qu’une suite de mesures de probabilité µn converge ∗-faiblement
si et seulement si µ̂n(k) converge pour tout k. Dans ce cas, les coefficients de
Fourier-Stieljes de la mesure limite sont les limites des coefficients.

Zygmund (1932) a généralisé la construction de Riesz de la façon suivante :
soit a = (an)n≥1 une suite de nombres complexes tels que |an| ≤ 1 pour tout
n ≥ 1, et (λn)n≥1 une suite d’entiers positifs tels que 3λn ≤ λn+1 pour tout
n ≥ 1 (on dit que (λn) est lacunaire au sens de Hadamard). Alors la limite
suivante existe pour tout x :

F (x) = lim
N→∞

∫ x

0

N∏
n=1

(1 + Re ane2πiλnt)dt.

La fonction limite F est continue et à variation bornée. La mesure de Radon
correspondante s’appelle un produit de Riesz, et sera notée formellement

µa =
∞∏
n=1

(1 + Re ane2πiλnt).

Nous allons montrer que le produit µa est effectivement bien défini comme la
limite de µn :

dµn = Pn(t)dt où Pn(t) =
n∏
j=1

(1 + Re aje2πiλjt).

Observons d’abord qu’en écrivant

1 + Re aje2πiλjt = 1 +
aj
2
e2πiλjt +

aj
2
e−2πiλjt
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et en développant, on obtient l’expression suivante

Pn(t) =
∑

ε1,··· ,εn=−1,0,1

a
(ε1)
1 · · · a(εn)

n e2πi
Pn
j=1 εjλj

où a(εj)
j = aj

2 , 1 ou aj
2 selon que εj = −1, 0 ou 1. Remarquons que les coefficients

de Fourier de Pn sont concentrés sur

Wn := {ε1λ1 + · · ·+ εnλn : εj = −1, 0, 1}.

Proposition 2.1. — La mesure de probabilité µn converge ∗-faiblement vers
une mesure de probabilité µa.

Démonstration. Il nous suffit de montrer l’existence des limites limn→∞ µ̂n(k)
(k ∈ Z). La preuve repose sur le fait que chaque élément dans Wn a une unique
écriture sous la forme

∑n
1 εjλj . En effet, supposons que

∑n
1 εjλj =

∑n
1 ε
′
jλ
′
j

avec εn 6= ε′n. On aurait une contradiction :

λn ≤ |εn − ε′n|λn ≤ 2
n−1∑
j=1

λj ≤ 2(3−(n−1) + · · ·+ 3−2 + 3−1)λn < λn.

L’unicité de cette écriture implique la décomposition

Wn+1 = Wn t (−λn+1 +Wn) t (λn+1 +Wn).

Par conséquent,
µ̂n+1(k) = µ̂n(k) ∀k ∈Wn.

Ainsi on a prouvé que limN→∞ µ̂N (k) = µ̂n(k) pour tout k ∈Wn. Si k 6∈
⋃
Wn,

on a évidemment limN→∞ µ̂N (k) = 0. �

La preuve montre que l’on peut bien exprimer les coefficients de Fourier-
Stieljes de µa en terme des coefficients an :

µ̂a(ε1λ1 + · · ·+ εnλn) = a
(ε1)
1 · · · a(εn)

n .

Cette expression nous permet de montrer que

lim
N→∞

1
2N + 1

N∑
n=−N

|µ̂a(n)|2 = 0.

Alors, d’après un théorème de Wiener (cf. [141], p. 42), µa est une mesure
continue (i.e., sans atome).

Voici la dichotomie de Zygmund, dite aussi pureté des produits de Riesz, qui
est comparable à la dichotomie de Kakutani. La preuve présentée ici diffère
de la preuve originale.
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Théorème 2.2 ([228, 229]). — Le produit de Riesz µa est soit absolument
continue soit singulière par rapport à la mesure de Lebesgue selon que la série∑∞

n=1 |an|2 converge ou diverge.

Démonstration. Supposons
∑∞

n=1 |an|2 =∞. D’après le théorème de Banach-
Steinhauss, il existe une suite (αn) carré-sommable telle que

αnan ≥ 0 ∀n ≥ 1,
∞∑
n=1

αnan =∞.

Observons que les fonctions e2πiλnt sont orthogonales dans L2(dt) and les
fonctions e2πiλnt − an/2 sont orthogonales dans L2(dµ) (il suffit d’examiner
µ̂a(λn − λm)). Donc, il existe une sous-suite d’entiers nk telle que les deux
suites de fonctions

nk∑
n=1

αne
iλnx et

nk∑
n=1

αn

(
eiλnx − 1

2
an

)
convergent à la fois Lebesgue-presque partout et µa-presque partout. Si µa
n’était pas singulière, les suites de fonctions convergeraient en des points com-
muns, et leur différence serait bornée en ces points, donc

1
2

∑
αnan < +∞.

Cette contradiction montre que µa est singulière par rapport à la mesure de
Lebesgue. Cet argument provient de [195, 196].

Supposons maintenant que ρ2 =
∑∞

n=1 |an|2 <∞. Posons

Sn(t) =
n∑
k=1

Re ane2πiλkt, S∗(t) = sup
n≥1
|Sn(t)|.

Le théorème 4.12 appliqué à la mesure de Lebesgue montre que ‖S∗‖Lp(dt) ≤
Cρp

3/2

p−1 pour tout p > 1. Cette estimation implique que S∗ est exponentielle-
ment intégrable, i.e. ∫

eδS
∗(t)dt <∞, ∀δ > 0.

Or Pn(t) ≤ eSn(t) ≤ eS∗(t). Donc pour tout intervalle I on a

µa(I) = lim
n→∞

∫
I
Pn(t)dt ≤

∫
I
eS
∗(t)dt.

Ainsi on a démontré que µa est absolument continue et même dµa
dt ≤ e

S∗ . �
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2.2. Généralité sur les produits de Riesz. — Soit G un groupe abélien
compact dont le groupe dual est noté Γ. Une suite de caractères Λ = (γn)n≥1 ⊂
Γ est dite dissociée si pour tout n ≥ 1, les caractères suivants sont tous dis-
tincts :

γε11 γ
ε2
2 · · · γ

εn
n où εj ∈

{
{−1, 0, 1}, if γj n’est pas d’ordre 2,

{0, 1}, sinon.

Voir [116] pour cette notion. Ici l’opération du groupe dual est notée multipli-
cativement. Etant données une suite dissociée de caractères Λ = (γn)n≥1 dans
le groupe dual Γ de G et une suite de nombres complexes a = (an)n≥1 tels que
|an| ≤ 1, nous définissons une mesure de probabilité sur G, appelée produit de
Riesz,

(2) µa =
∞∏
n=1

(
1 + Re anγn(t)

)
comme la limite faible de

∏N
n=1

(
1 + Re anγn(t)

)
dt où dt désigne la mesure de

Haar (voir [116]).
Les coefficients de Fourier de µa sont déterminés par les coefficients {an}

de la façon suivante :

µ̂a(γ) =
n∏
k=1

a
(εk)
k si γ = γε11 γ

ε2
2 · · · γ

εn
n ,

et µ̂a(γ) = 0 sinon, où a
(ε)
n = 1, an/2 ou ān/2 selon que ε = 0, 1 ou −1. En

particulier, le système {γn − ān/2}n≥1 est orthogonal. Voici deux propriétés
de µa.

Théorème 2.3 ([228]). — La mesure µa est soit absolument continue soit
singulière (par rapport à la mesure de Haar) selon que

∑∞
n=1 |an|2 < ∞ ou

=∞.

Théorème 2.4 ([67],[198]). — Soit {αn} une suite de nombres complexes.
La série orthogonale

∑∞
n=1 αn(γn(t)− ān/2) converge µa-presque partout si et

seulement si
∑∞

n=1 |αn|2 <∞.

Le premier théorème est classique ([228], voir aussi [229]) et sa preuve
est identique à celle du théorème 2.2. Pour le second, il existe une preuve
combinatoire dans le cas du tore G = R/Z [198] et une preuve utilisant la
théorie des T -martingales dans le cas général [67], qui sera présentée dans
le chapitre 4.5. L’un des ingrédients de cette preuve est l’introduction de la
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mesure suivante, considérée comme une mesure aléatoire. Soit ω = (ωn) ∈ GN.
Notons

(3) µa,ω =
∞∏
n=1

(1 + Re anγn(t+ ωn)).

Insiprés par la dichotomie de Kakutani, nous posons les deux problèmes
suivants comme conjectures.

Conjecture 1. Soit µa et µb deux produits de Riesz, et ω = (ωn) ∈ GN.
Alors µa � µb ⇒ µa,ω � µb,ω, et µa ⊥ µb ⇒ µa,ω ⊥ µb,ω.

Pour une fonction f définie sur G, on désigne par E f l’intégrale de f par
rapport à la mesure de Haar. La véracité de la conjecture précédente impli-
querait celle de la suivante

Conjecture 2. Soit µa et µb deux produits de Riesz. Alors

∞∏
n=1

E
√

(1 + Re anγn)(1 + Re bnγn) > 0 =⇒ µa � µb;

∞∏
n=1

E
√

(1 + Re anγn)(1 + Re bnγn) = 0 =⇒ µa ⊥ µb.

La conjecture 2 a été démontrée sous la condition complémentaire
supn |an| < 1, sous laquelle la positivité du produit dans la condition de
la conjecture équivaut à

∑∞
n=1 |an − bn|2 < ∞ [41, 195, 196]. Ce résultat

partiel inclut le théorème 2.3.
Il est clair que la conjecture 2 implique la conjecture 1, grâce à l’invariance

par translation de la mesure de Haar (la condition ne change pas si an et bn sont
remplacés par anγn(ωn) et bnγn(ωn)). Mais elles sont en réalité équivalentes.
En effet, si on considère (ωn) comme une suite de variables indépendantes et
identiquement distribuées (i.i.d.) ayant la mesure de Haar comme loi commune,
la mesure aléatoire µa,ω peut être vue comme une mesure de chaos multipli-
catif. Comme on le verra (théorème 4.7), les conditions dans la conjecture 2
impliquent respectivement µa,ω � µb,ω p.s. et µa,ω ⊥ µb,ω p.s.

Examinons maintenant des produits de Riesz sur quelques groupes particu-
liers.

2.3. Produits de Riesz sur T. — Revenons sur le tore T = R/Z [228].
Rappelons que si une suite d’entiers positif {λn} est lacunaire à la Hadamard
au sens où λn+1 ≥ 3λn pour tout n ≥ 1, alors la suite de caractères définis par



12 JULIEN BARRAL, AIHUA FAN ET JACQUES PEYRIÈRE

exp(2πiλnt) est dissociée. Ainsi on a des produits de Riesz sur T de la forme
suivante

(4) µa =
∞∏
n=1

(1 + Re ane
2πiλnt).

Depuis le premier produit de Riesz, qui correspond au cas λn = 4n, introduit
par F. Riesz [204], il y a eu de nombreux travaux sur ces mesures.

Certains produits de Riesz sur T apparâıssent naturellement comme mesures
spectrales en théorie ergodique [176]. Dans ce contexte, Ledrappier [156] a
le premier exhibé une extension d’un système à spectre purement ponctuel
dont une des composantes de la mesure spectrale est un produit de Riesz.
Beaucoup de mesures spectrales associées à des substitutions possèdent aussi
cette propriété [202]. Par ailleurs, Bourgain [36] a donné une formule, sous
forme de produit de Riesz généralisé, pour la mesure spectrale d’un système
dynamique général de rang 1 :

∞∏
n=1

|Pn(t)|2

où Pn(t) est un polynôme trigonométrique lié à la structure du système, et a
montré la singularité de la mesure spectrale pour un système de Chacon (qui
est un système particulier de rang 1).

Discutons la conjecture 2 dans ce cas du tore T. Sur le disque unité D =
{z = reiθ ∈ C : |z| ≤ 1} introduisons la métrique ds2 = dθ2 + dr2

√
1−r . Pour

z1, z2 ∈ D, la distance définie par cette métrique entre z1 et z2 est équivalente
à

d(z1, z2) = |z1 − z2|
√

1 +
cos2(φ− ψ)√
2− |z1 + z2|

où φ = arg(z1 + z2) et ψ = arg(z1− z2). Alors la conjecture 2 s’énonce comme
suit :

∑
d(an, bn)2 < ∞ implique µa � µb et

∑
d(an, bn)2 = ∞ implique

µa ⊥ µb. On sait que la conjecture est justifiée dans les deux cas suivants : (1)∑
(λn/λn+1)2 <∞ [148] ; (2) |an| = |bn|

2.4. Produit de Riesz sur
∏∞
n=1 Z/mnZ. — Soit m ≥ 2 un entier. Les

éléments du groupe Z/mZ peuvent être représentés par {0, 1, · · · ,m − 1} et
ceux de son groupe dual par {1, ϕ, · · · , ϕm−1}, où ϕ : Z/mZ → C est défini
par

ϕ(j) = e
2πij
m .

On appellera ce caractère ϕ la fonction de Rademacher du groupe Z/mZ.
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Soit {mn}n≥1 une suite d’entiers tels que mn ≥ 2. Considérons le groupe
produit

G =
∞∏
n=1

Z/mnZ.

Désignons par {ϕn}n≥1 la suite de fonctions de Rademacher des groupes
Z/mnZ (n ≥ 1). La fonction ϕn induit un caractère du groupe G si l’on
définit ϕn(t) = ϕn(tn) pour t = (tk)k≥1 ∈ G, que l’on appellera la n-ième
fonction de Rademacher de G. Le groupe dual Ĝ de G est égal à

Ĝ = {ϕε11 ϕ
ε2
2 · · ·ϕ

εn
n : n ≥ 1; 0 ≤ εj < mn (1 ≤ j ≤ n)}.

Tout caractère dans Ĝ correspond donc uniquement à un entier n ≥ 0, et vice
versa. Précisément, l’entier

n = ε1 + ε2m1 + ε3m1m2 + · · ·+ εkm1m2 · · ·mk−1

(0 ≤ εj < mj for j = 1, 2, · · · , k) correspond au caractère

ψn = ϕε11 ϕ
ε2
2 · · ·ϕ

εk
k

qu’on appellera n-ième fonction de Walsh. La transformée de Fourier d’une
fonction f ∈ L1(G) est définie par f̂(n) =

∫
f(t)ψn(t)dt (n ≥ 0).

La suite des fonctions de Rademacher est une suite dissociée de caractères
du groupe G. Alors étant donnée une suite de nombres complexes {an} tels
que |an| ≤ 1, le produit

∞∏
n=1

(1 + Re anϕn(t))

est un produit de Riesz sur G.
De tels produits ne sont autres que des mesures de Bernoulli inhomogènes.

En fait, le produit de Riesz ci-dessus est égal à la mesure de Bernoulli inho-
mogène

∞⊗
n=1

mn−1∑
j=0

p
(n)
j δj , p

(n)
j =

1
mn

(
1 +

an
2
e2πij/mn +

ān
2
e−2πij/mn

)
.

La conjecture 2 est vraie dans ce cas du groupe G et c’est alors un cas parti-
culier du théorème de Kakutani (théorème 2.1).

D’autres produits de Riesz construits par des caractères autres que les fonc-
tions de Rademacher sont possibles et utiles ([77]).
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2.5. Produits de Riesz sur Zp. — Soit p ≥ 3 un nombre premier et soit
Zp l’anneau des entiers p-adiques dans le corps Qp des nombres p-adiques. Les
caractères non-triviaux dans Ẑp sont de la forme

γn,k(x) = exp(2πi{p−nkx}) (n ≥ 1, 1 ≤ k < pn, p - k),

où le symbole {y} désigne la partie fractionnaire
−1∑

j=−n
yjp

j du nombre p-adique

y =
∞∑

j=−n
yjp

j ∈ Qp (voir [205, 220]). Nous pouvons facilement vérifier que

l’ensemble des caractères {γn,1 : n ≥ 1} est dissocié. Cet ensemble dissocié
définit des produits de Riesz p-adiques qui ont été étudiés du point de vue des
systèmes dynamiques et du point de vue de l’analyse harmonique dans [94].

Le produit de Riesz

µa =
∞∏
n=1

(
1 + Re anγn,1(t)

)
,

a la propriété remarquable suivante

µa(t+ pnZp) = p−nPn(t), avec Pn =
n∏
k=1

(1 + Re akγk,1(t)).

Alors on s’aperçoit que la mesure µa peut être directement définie d’après le
théorème de Kolmogorov car il est facile de vérifier que p−nPn(t) ne dépend
que des t0, t1, · · · , tn (t =

∑∞
k=0 tkp

k) et que les Pn(t) sont consistants au sens
de Kolmogorov.

Considérons l’application sur Zp définie par Tx = x
p −

{
x
p

}
, qui n’est autre

que le décalage à gauche lorsque Zp est identifié, via le développement de Hen-
sel, à l’espace {0, 1, . . . , p− 1}N. Le produit de Riesz µa n’est pas T -invariant
sauf si an ≡ 0. Mais, sous la condition supn |an| < 1, la mesure µa est T -quasi-

invariante si et seulement si
∞∑
n=1
|an − an+1|2 <∞.

Une mesure µ sur Zp est dite quasi-Bernoulli s’il existe une constante C > 0
telle que pour tous x, y ∈ Zp et tous m,n ≥ 1 on ait

1
C
≤ µ(In(x)

⋂
T−nIm(y))

µ(In(x))µ(Im(y))
≤ C,(5)

où In(x) = x + pnZp = [x0, · · · , xn−1] avec x =
∑∞

n=0 xnp
n. Pour le produit

de Riesz µa, le quotient dans (5) s’exprime comme suit, ce qui nous permet
de caractériser la propriété (5) par une condition portant directement sur les
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coefficients {an}. Comme µa(t + pnZp) = p−nPn(t), par un simple calcul, on
obtient

µa(In(x)
⋂
T−nIm(y))

µa(In(x))µa(Im(y))
=

m∏
k=1

(
1 +

Re(b(n,x)
k − ak)γk,1(y)

1 + Re akγk,1(y)

)
,(6)

où b
(n,x)
k = an+k exp 2πip−(p+k)(x0 + x1p+ · · ·+ xn−1p

n−1).

Théorème 2.5 ([94]). — Supposons que |an| < 1 pour tout n ≥ 1. Le produit
de Riesz µa est quasi-Bernoulli si et seulement s’il existe un nombre a tel que

|a| < 1 et
∞∑
n=1

|an − a| <∞.

Démonstration. Supposons que µa est quasi-Bernoulli. Nous avons d’abord
examiner (6) dans le cas particulier x = 0. Alors b(n,0)

k = an+k. Posons θn,k =
1

2π arg(an+k − ak). Prenons y ∈ Zp tel que∣∣∣∣θn,k + p−k(y0 + y1p+ · · ·+ yk−1p
k−1)− 1

2

∣∣∣∣ ≤ 1
2p
.

C’est possible car dans tout intervalle de longueur 1
p , en particulier celui centré

en 1
2 − θn,k, il existe un nombre de la forme p−k(y0 + y1p + · · · + yk−1p

k−1).
Alors le produit dans (6) est majoré pour x = 0 par

m∏
k=1

(
1−
|an+k − ak| cos πp

2

)
.

Ceci, avec l’inégalité 1− x ≤ e−x et la première inégalité dans (5), implique

− logC ≤ −1
2

cos
π

p

m∑
k=1

|an+k − ak|,

d’où

sup
n≥1

∞∑
k=1

|an+k − ak| <
2 logC
cos πp

< +∞.

Evidemment ceci implique que {an}n≥1 est une suite de Cauchy. Soit a sa
limite. On a |a| ≤ 1. Par le lemme de Fatou on a

∞∑
k=1

|ak − a| =
∞∑
k=1

lim
n→+∞

|ak − an+k| ≤ sup
n≥1

∞∑
k=1

|ak − an+k| < +∞.
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On constate que |a| 6= 1. Sinon, lim
n→∞

an = eiα. Alors (6) avec m = 1 devient

µa(In(x) ∩ T−nI1(y)
µa(In(x))µa(I1(y))

=
1 + Re an+1e

2πi
x0+···+xn−1p

n−1+y0p
n

pn+1

1 + Re a1e
2πi

y0
p

.

Le numérateur du membre à droite peut s’approcher de zéro, ce qui contre-
dit (5).

Montrons maintenant que la condition est suffisante. Soit

ν =
∞∏
k=1

(1 + Re aγk,1(x)).

Cette mesure est quasi-Bernoulli. En effet, d’après (6), on a∣∣∣∣log
ν(In(x) ∩ T−nIm(y))
ν(In(x))ν(Im(y))

∣∣∣∣ ≤ |a|
1− |a|

m∑
k=1

∣∣∣∣∣1− e2πi
x0+···+xn−1p

n−1

pn+k

∣∣∣∣∣ ≤ 2π|a|
1− |a|

∞∑
k=1

1
pk
.

La première inégalité est obtenue grâce à | log x − log y| ≤ |x−y|
min(x,y) . D’autre

part, µa est fortement équivalente à ν en ce sens que

C−1 ≤ µa(In(x))
ν(In(x))

≤ C,

car∣∣∣∣log
µa(In(x))
ν(In(x))

∣∣∣∣ ≤ n∑
k=1

|log(1 + Re akγk(x))− log(1 + Re aγk(x))| ≤ C
∞∑
k=1

|ak − a|.

On en conclut que µa est quasi-Bernoulli. �
Un résultat similaire a été obtenu pour les mesures de Bernoulli inhomogènes

par T. Langlet [152].
Concernant la conjecture 2, un résultat partiel est obtenu dans [94] : Soit

µa et µb deux mesures de Riesz p-adiques. Supposons que |an| < 1 pour tout
n. Pour que µa ∼ µb il suffit que

∞∑
n=1

|an − bn|2
(

1 +
cos2(φn − ψn)
2− |an + bn|

)
<∞.

On ne sait pas si cette condition est nécessaire. Remarquons que cette condi-
tion est formellement différente de celle conjecturée dans le cas du tore T, qui
est

∞∑
n=1

|an − bn|2
(

1 +
cos2(φn − ψn)√

2− |an + bn|

)
<∞.

Voir aussi [212] pour d’autres informations sur ce sujet.
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Nous allons dans les deux chapitres qui suivent présenter deux autres
grandes classes de mesures construites de façon multiplicative, les unes
déterministes, les autres aléatoires.

3. Fonctions presque multiplicatives et mesures de Gibbs

Nous allons revenir sur la notion de mesure quasi-Bernoulli introduite
dans la section 2.5, mais cette fois sur un espace symbolique, en considérant
d’emblée la notion plus générale de fonction presque multiplicative sur les
cylindres d’un espace symbolique. Ces objets se dégagent naturellement
après qu’on a rencontré la notion de mesure de Gibbs dans le formalisme
thermodynamique [38, 206], mais se rencontrent tout aussi naturellement
quand on regarde les normes des produits de Birkhoff, ou cocycles, associés
à une fonction continue de l’espace symbolique dans un espace de matrices
carrées d’ordre donné. Les fonctions presque additives obtenues comme loga-
rithmes de ces objets font parties des fonctions potentiels considérées dans
les développements récents du formalisme thermodynamique, dit sous-additif
(voir [61, 24, 97, 29, 175, 47]).

Nous commençons par définir les fonctions presque multiplicatives (section
3.1). Ensuite nous introduisons les mesures de Gibbs (section 3.2) comme
un exemple fondamental, parmi d’autres, de telles fonctions (sections 3.3 et
3.4). Nous donnerons ensuite des exemples de réalisations géométriques de ces
mesures (section 3.5).

Rappelons d’abord quelques notations. Soit

Σ+
m = {0, 1, · · · ,m− 1}N

l’espace symbolique à m symboles (m ≥ 2). Le décalage à gauche σ : Σ+
m → Σ+

m

est défini par

σ : (yi)i≥0 7→ (yi+1)i≥0.

Ce décalage est continu. La dynamique topologique (Σ+
m, σ) est un modèle

d’une large classe de systèmes dynamiques.
Pour tout n ≥ 0 on définit

Σn
m = {0, 1, · · · ,m− 1}n,

avec la convention Σ0
m = {∅}. Un élément w de Σn

m s’appelle aussi un mot
dont la longueur n est également notée |w|. On note Σ∗m l’ensemble des mots
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de différentes longueurs. La topologie de Σ+
m est métrisable : la distance entre

x, y ∈ Σ+
m est

d(x, y) = dm(x, y) = m−n,

où n est le plus petit entier tel que xn 6= yn. Pour y = (yi)i≥0 ∈ Σ+
m on définit

le cylindre
[y|n] = [y0, y1, · · · , yn−1]

qui est la boule fermée de centre y et de rayon m−n. Le diamètre de [y|n] sera
noté |[y|n]|. Si u = u1 · · ·un et v = v1 · · · vm sont deux mots, le mot concaténé
u1 · · ·unv1 · · · vm sera noté u · v ou parfois simplement uv..

On notera Cm l’ensemble des cylindres de Σ+
m et pour k ≥ 0 on notera Ckm

l’ensemble des cylindres de génération k.
On notera aussi M(σ) l’ensemble des mesures de probabilités boréliennes

sur Σ+
m invariantes par σ.

La dynamique (Σ+
m, σ) admet de nombreuses mesures invariantes dont les

mesures de Bernoulli, de Markov et de Gibbs qui seront des exemples fonda-
mentaux de fonctions presque multiplicatives.

3.1. Fonctions presque multiplicatives des cylindres. — Soit ψ une
fonction positive non identiquement nulle définie sur Cm.

Définition 3.1. — On dira que ψ est presque multiplicative s’il existe une
suite strictement positive (γn)n≥1 telle que

lim
n→∞

log γn
n

= 0

et pour tout p, q ≥ 1 et (w,w′) ∈ Σp
m × Σq

m on a

(7) γ−1
p ψ([w])ψ([w′]) ≤ ψ([w · w′]) ≤ γpψ([w])ψ([w′]).

Si ψ est la restriction à Cm d’une mesure µ, on dira que µ est presque multi-
plicative. Le support de ψ est défini par

supp(ψ) =
{
y ∈ Σ+

m : ∀ n ≥ 0, ψ([y|n]) > 0
}
.

On notera PM(Cm) l’ensemble des fonctions presque multiplicatives sur Cm.
Lorsque la suite (γn)n≥1 est bornée par une constante γ, la mesure µ est
baptisée ”quasi-Bernoulli” dans [172, 173, 40] par référence au cas où γ = 1
et µ est une mesure de Bernoulli (voir la section 3.2.2).

Par construction, si [S] désigne l’union des cylindres [y] de longueur 1 tels
que ψ([y]) > 0, alors

supp(ψ) =
⋂
n≥0

σ−n([S]).
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On déduit de la propriété (7) que la suite

sn =
∑
w∈Σnm

ψ([w]) (n ≥ 1)

est sous-multiplicative au sens fort où

γ−1
n snsp ≤ sn+p ≤ γnsnsp, ∀n, p ≥ 1.

On peut donc définir la limite

(8) P (logψ) = lim
n→∞

1
n

log
∑
w∈Σnm

ψ([w])

et pour tout n ≥ 1 on a

(9) γ−1
n exp(nP (logψ)) ≤

∑
w∈Σnm

ψ([w]) ≤ γn exp(nP (logψ)).

Définition 3.2. — On appelle P (logψ) la pression topologique de la fonction
logψ.

La proposition suivante montre qu’à toute fonction presque multiplicative
on peut associer une mesure invariante presque multiplicative.

Proposition 3.1. — Soit ψ ∈ PM(Cm). Il existe une mesure µ invariante
presque multiplicative de support égal à supp(ψ) telle que pour tout w ∈ Cm
de longueur n on ait

(10) γ̃−1
n ψ([w]) ≤ µ([w]) exp

(
− nP (log(ψ))

)
≤ γ̃nψ([w]),

la suite (γ̃n)n≥1 étant une puissance de (γn)n≥1. De plus, si (γn)n≥1 est bornée,
alors µ est unique et ergodique.

Démonstration. Tout d’abord, pour tout n ≥ 1 considérons la mesure de pro-
babilité µn dont la densité par rapport à la mesure de Haar sur chaque cylindre
[w] de génération n est égale à la constante

mnψ([w])∑
w′∈Σnm

ψ([w′])
.

Alors, si n, p ≥ 1 et w ∈ Σn, en écrivant µn+p([w]) =
∑

v∈Σnm
µn+p([w ·v]) et en

utilisant (7) dans le numérateur et le dénominateur de l’expression définissant
µn+p([w · v]) on obtient

γ−2
n

ψ([w])∑
w′∈Σnm

ψ([w′])
≤ µn+p([w]) ≤ γ2

n

ψ([w])∑
w′∈Σnm

ψ([w′])
.
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Il découle alors de (9) que (10) a lieu avec γ̃n = γ3
n pour toute mesure µ dans

l’adhérence faible de la suite (µn)n≥1.
La mesure µ peut être choisie invariante car toute mesure prise dans

l’adhérence de la suite N−1
∑N

k=0 µ ◦ σ−k satisfait (10) avec γ̃n = γ4
n.

Si maintenant la suite (γn)n≥1 est bornée par une constante γ, alors le fait
que l’on ait la propriété de mélange fort :

∀n, p ≥ 1, ∀ (w,w′) ∈ Σn
m × Σp

m

µ([w] ∩ σ−n[w′]) = µ([w · w′]) ≥ γ−4µ([w])µ([w′]) = γ−4µ([w])µ(σ−n[w′])

impose que µ est ergodique (cette remarque apparâıt dans [44] à propos de la
mesure harmonique sur certains répulseurs conformes. En théorie ergodique,
il s’agit du lemme de Knopp [50]). �

Toute mesure presque multiplicative est approchée d’une certaine façon par
des mesures quasi-Bernoulli, ce que montre la proposition suivante.

Proposition 3.2. — Soit µ une mesure presque multiplicative sur Σ+
m. Pour

tout ε > 0 il existe une mesure quasi-Bernoulli µε telle que pour tout w ∈ Σ∗m
tel que [w] ∩ supp(µ) 6= ∅, on ait

e−|w|ε ≤ µ([w])
µε([w])

≤ e|w|ε.

Démonstration. Pour tout k ≥ 1 notons νk la restriction de µ à la tribu σ(Ckm).
Soit alors ν̃k la mesure définie par ν̃k = ν⊗N∗

k sur
(
(Σk

m)⊗N∗ , (σ(Ckm)⊗N∗) =
(Σ+

m, σ(Cm)). La presque multiplicativité de µ entrâıne que pour n ≥ 1 et
w ∈ Σn

m tel que [w] ∩ supp(µ) 6= ∅ on a

γ
−n/k
k ≤ µ([w])

ν̃k([w])
≤ γn/kk .

De plus, la mesure ν̃k est clairement quasi-Bernoulli de consante

γ = max(γ1, · · · , γk−1).

On peut donc prendre µε = ν̃k dès que log(γk)/k ≤ ε.�

Corollaire 3.1. — Soit µ une mesure presque multiplicative sur Σ+
m. Pour

toute mesure invariante ν telle que supp(ν) ⊂ supp(µ), la fonction

− logµ([x|n])
n

converge presque partout et dans L1(ν), quand n tend vers l’infini, vers une
fonction mesurable invariante hν(x), constante si ν est ergodique.
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Lorsque ν = µ, ce résultat est un cas particulier du théorème de Shannon-
McMillan-Breiman (voir section 5.5.2).
Démonstration. On note d’abord que n−1 logµ([x|n]) est uniformément borné
en n et en x sur supp(µ). Le résultat est alors une conséquence de la proposi-
tion 3.2 et du théorème ergodique sous-multiplicatif de Kingman [150].�

3.2. Théorème de Ruelle et mesure de Gibbs. — Les mesures de Gibbs,
qui forment une classe de mesures presque multiplicatives, sont construites de
la manière suivante, essentiellement fondée sur le théorème de Ruelle concer-
nant les opérateurs de transfert.

Pour un potentiel α-hölderien φ : Σ+
m → R, c’est-à-dire tel que

[φ]α = sup
x 6=y

|φ(x)− φ(y)|
d(x, y)α

<∞,

l’opérateur de transfert associé à φ est défini par

Lφf(x) =
∑
σy=x

eφ(y)f(y).

Cet opérateur agit sur l’espace des fonctions continues C(Σ+
m) muni de la

norme de la convergence uniforme ‖f‖∞, et aussi sur l’espace des fonctions
α-höldériennes Λα(Σ+

m) muni de la norme höldérienne

|||f ||| = ‖f‖∞ + [f ]α.

Théorème 3.1 ([206]). — Supposons que φ ∈ Λα. Alors
(i) le rayon spectral λ > 0 de Lφ : Λα → Λα est une valeur propre simple

à laquelle est associée une fonction propre strictement positive h. De plus, il
existe une mesure de probabilité ν telle que L∗φν = λν ;

(ii) si l’on normalise h de sorte que 〈h, ν〉 =
∫
hdν = 1, alors il existe des

constantes c > 0 et 0 < β < 1 telles que pour toute f ∈ Λα on ait

(11) ‖λ−nLnφf − 〈f, ν〉h‖ ≤ cβn|||f |||.

La quantité P (φ) = log λ s’appelle la pression topologique de φ (voir
également la section 3.3 pour une définition équivalente qui justifie la
définition 3.2). La mesure µ = hν, notée µφ, est ergodique, et c’est l’unique
état d’équilibre de φ (voir la section 5.5.2 pour la définition de cette notion).
Cette terminologie provient du formalisme thermodynamique. Pour une
preuve du théorème 3.1, on se reportera à [38, 206, 74, 189].
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Comme conséquence du théorème 3.1, la mesure µφ possède la propriété de
Gibbs suivante : il existe une constante γ > 1 telle que

(12)
1
γ
eSnφ(x) ≤ µφ([x|n]) exp(−nP (φ)) ≤ γeSnφ(x)

pour tout x ∈ Σ+
m et tout n ≥ 1, où

Snf(x) =
n−1∑
j=0

f(σjx)

est la nième somme de Birkhoff de φ prise en x.
Toute mesure fortement équivalente à µ vérifie (12) (en changeant

éventuellement la valeur de γ) et est appelée mesure de Gibbs associée
à φ. Notons que la notion de mesure de Gibbs s’étend à d’autres systèmes
dynamiques. Par exemple, les dynamiques T : X → X, où X est métrique
compact, et T localement dilatante (voir [82], et l’exemple du cookie-cutter
donné dans la section 3.5.1).

Une mesure de Gibbs µ associée à φ est quasi-Bernoulli, car pour tous
cylindres [w] et [w′] on a

(13)
1
γ3
µ([w])µ([w′]) ≤ µ([w · w′]) ≤ γ3µ([w])φ([w′]).

En effet, prenons x ∈ [w · w′]. En utilisant trois fois la propriété de Gibbs on
obtient

µ([w · w′])
exp((|w|+ |w′|)P (φ))

≥ 1
γ

eS|w|φ(x)+S|w′|φ(σ|w|x)

exp((|w|+ |w′|)P (φ))
≥ 1
γ3
µ([w])µ([w′]),

l’inégalité inverse se prouvant de manière analogue.
Cette propriété peut être généralisée de la manière suivante, qui précise

les propriétés de dépendances faibles du processus canonique stationnaire
(x0, . . . xn, . . . ) sous la loi µφ.

3.2.1. Quasi bernoullicité forte. —

Théorème 3.2 ([90]). — Soi µ = µφ la mesure de Gibbs associée à un po-
tentiel hölderien φ. Soit ω > 1 un nombre suffisamment grand. Pour tout
cylindre D0 et pour tout nombre quelconque de cylindres D1, . . . , Dk de lon-
gueur n on a

(14) γ−3 (1− cβn))k ≤
µ
(
D0 ∩

⋂k
j=1 σ

−[n0+j(n+d)]Dj

)
∏k
j=0 µ(Dj)

≤ γ3 (1 + cβn))k
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où n0 ≥ |D0| et d = bωnc (bac désignant la partie entière d’un nombre réel
a).

Les événements σ−(n0+j(n+d)Dj ne sont en général pas indépendants re-
lativement à la mesure de probabilité µ. La quasi bernoullicité forte signi-
fie qu’ils sont dépendants dans un sens faible. Cette dépendance faible est
très utile et elle permet d’exploiter des techniques probabilistes traitant des
événements indépendants. Nous illustrons l’usage de la quasi bernoullicité forte
dans l’étude du recouvrement dynamique (section 9.4). Voir aussi [86] pour
une autre application à l’étude du recouvrement dynamique.

Démonstration. Quitte à remplacer φ par φ − P (φ), on peut supposer que la
pression de φ est nulle. Remarquons d’abord que

D0 ∩
k⋂
j=1

σ−[n0+j(n+d)]Dj = D0 ∩ σ−|D0|B

où

B =
k⋂
j=1

σ−[n0−|D0|+j(n+d)]Dj

est une union finie de cylindres disjoints que nous noterons Bi. En appliquant
la propriété de Gibbs (13) à A = D0 et B = Bi, on obtient

1
γ3
µφ(D0)µφ(Bi) ≤ µφ(D0 ∩ σ−|D0|Bi) ≤ γ3µφ(D0)µφ(Bi).

Puis sommons sur les Bi pour obtenir

(15)
1
γ3
µφ(D0)µφ(B) ≤ µφ(D0 ∩ σ−|D0|B) ≤ γ3µφ(D0)µφ(B).

Observons que l’invariance de µφ implique

µφ(B) = µφ

 k⋂
j=1

σ−[(j−1)(n+d)]Dj


Ceci, avec (15), montre qu’il nous reste à prouver

(16) (1− cβn))k ≤
µ
(⋂k

j=1 σ
−[(j−1)(n+d)]Dj

)
∏k
j=1 µ(Dj)

≤ (1 + cβn))k .

En fait, nous pouvons prouver un peu plus. Utilisons les notations E f =∫
fdµ et ‖f‖1 = ‖f‖L1(µ). De l’inégalité

|E(f ◦ σn · g)| = |E(f · Lng)| ≤ ‖Lng‖∞‖f‖1
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(appliquée à g−E g et f) et du théorème de Ruelle, on déduit que, pour toutes
fonctions höldériennes et positives g et f , on a(

1− cβ
n|||g − E g|||

E g

)
≤ E(f ◦ σn · g)

E fEg
≤
(

1 + c
βn|||g − E g|||

E g

)
.

Par récurrence, pour un nombre fini de fonctions g1, · · · , gk ∈ Λα et pour des
entiers 0 = n1 < n2 < · · · < nk on a

k−1∏
j=1

(
1− cβ

nj+1−nj |||gj − E gj |||
E gj

)

≤
E
∏k
j=1 gj ◦ σnj∏k
j=1 E gj

≤
k−1∏
j=1

(
1 + c

βnj+1−nj |||gj − E gj |||
E gj

)
.

Afin d’obtenir (16), nous appliquons ces inégalités aux fonctions indicatrices
des cylindres gj = 1Dj . Comme ces cylindres Dj ont la même longueur n, on
a

|||gj ||| = 1 + 2αn,
1

E gj
=

1
µ(Dj)

≤ γ2nmaxx(−φ(x))

(l’inégalité est une conséquence de la propriété de Gibbs). Prenons d := bωnc
avec ω suffisamment grand tel que βω2α+max(−φ) < 1. On obtient le résultat
en prenant les nj tels que n1 = 0 et nj+1 − nj = n+ d pour j ≥ 2. �

Dans les deux sections suivantes nous donnons des exemples simples et
fondamentaux de mesures de Gibbs.

3.2.2. Mesures de Markov. Approximation par mesures de Markov.—
Soit (p0, p1, · · · , pm−1) un vecteur de probabilité. Définissons

φ(x) = log px0 .

La mesure de Gibbs est alors la mesure de Bernoulli µp qui est caractérisée
par

µp([x0, x1, · · · , xn−1]) = px0px1 · · · pxn−1 .

Plus généralement, considérons la mesure de Gibbs associée à une fonction

φ(x) = φ(x0, x1)

qui ne dépend que des deux premières coordonnées de x. Posons

Φ(i, j) = eφ(j,i).

(attention à l’ordre de i et j dans le membre de droite). Soit

h = (h(0), h(1), · · · , h(m− 1)), v = (v(0), v(1), · · · , v(m− 1))
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deux vecteurs à composantes positives, solutions respectives des systèmes
m−1∑
j=0

Φ(i, j)h(j) = λh(i), (0 ≤ i ≤ m− 1);

et
m−1∑
i=0

v(i)Φ(i, j) = λv(j), (0 ≤ j ≤ m− 1).

Considérons Φ comme une matrice, h comme un vecteur colonne et v un
vecteur ligne. Alors les deux systèmes s’écrivent

Φh = λh, vΦ = λv.

C’est dire que h est un vecteur propre à droite associé à λ de la matrice Φ et v
un vecteur propre à gauche. Le fait Lφh = λh équivaut à Φh = λh, c’est-à-dire
au premier système ci-dessus.

Supposons que h et v soient normalisés de sorte que
m−1∑
j=0

h(j)v(j) = 1.

Posons

pj = h(j)v(j), pi,j =
v(j)Φ(j, i)
λv(i)

.

Alors la mesure de Gibbs µφ est la mesure de Markov qui est caractérisée par

µφ([x0, x1, · · · , xn]) = px0px0,x1 · · · pxn−1,xn .

Autrement dit

µφ([x0, x1, · · · , xn]) =
1
λn
v(xn)Φ(xn, xn−1) · · ·Φ(x2, x1)Φ(x1, x0)h(x0)

ou bien

µφ([x0, x1, · · · , xn]) =
v(xn)h(x0)

λn
e

Pn−1
k=0 φ(σkx).

L’exemple de la mesure de Markov que l’on vient d’examiner est un cas
particulier de la construction générale suivante.

Soit k ≥ 1. Soit (p(w))w∈Σk+1
m

un vecteur de probabilité strictement positif
tel que pour tout mot ε1 · · · εk on ait

(17)
∑
ε∈Σ1

m

p(ε · ε1 · · · εk) =
∑
ε∈Σ1

m

p(ε1 · · · εk · ε).

Alors, on définit de manière unique sur Σ+
m une mesure invariante µ en posant

µ([ε1 · · · εk+1]) = p([ε1 · · · εk+1])
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et pour tout n ≥ 1,

µ([ε1 · · · εn+k]) = p([ε1 · · · εk+1])
n∏
j=2

p([εj · · · εj+k])∑
ε∈Σ1

m
p([εj · · · εj+k−1 · ε])

.

Cette mesure vérifie la propriété de Markov

µ([ε1 · · · εn]) = µ([ε1 · · · εn−1])
µ([εn−k · · · εn])
µ([εn−k · · · εn−1])

(n > k).

De plus, la mesure µ est la mesure de Gibbs associée au potentiel, constant
sur les cylindres de génération k + 1, défini par

φ(x) = log p(x1 · · ·xk+1)− log
∑
ε∈Σ1

m

p(x1 · · ·xk · ε).

Pour toute mesure invariante ν de support plein, pour tout k ≥ 1, le vecteur
pk =

(
ν([w1 · · ·wk+1])

)
w∈Σk+1

m
satisfait clairement (17). Notons νk la mesure

associé à pk comme µ l’était à p. Les propriétés suivantes, faisant intervenir la
notion d’entropie définie à la fin de la section 5.5.2, bien qu’immédiates sont
fondamentales.

Proposition 3.3. — [81] Soit ν une mesure invariante de support Σ+
m. La

suite de mesures de Markov (νk)k≥1 converge faiblement vers ν. De plus, la
suite d’entropies (hνk)k≥1 converge vers hν .

3.2.3. Produits de Riesz spéciaux. — Soit q ≥ 2 un entier. L’application
Tq : x 7→ qx ( mod 1) définit une dynamique dilatante sur le tore T. Pour tout
nombre complexe a tel que |a| < 1, le produit de Riesz

µa =
∞∏
n=0

(1 + Re ae2πiqnt)

est la mesure de Gibbs associée au potentiel log(1 + Re ae2πit).
L’invariance de µa se justifie facilement par le calcul des coefficients de

Fourier. La justification utilise la similitude suivante

Λ∗ = (−1 + qΛ∗) ∪ qΛ∗ ∪ (1 + qΛ∗)

où Λ∗ est l’ensemble des ε0 + ε1q + · · · + εnq
n (n ≥ 0, εj = −1, 0, 1), car cela

implique que k ∈ Λ∗ si et seulement si kq ∈ Λ∗.
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3.3. Mesure de Gibbs au sens faible. — Lorsque le potentiel φ est sup-
posé seulement continu, il existe une mesure de probabilité µ sur Σ+

m et un réel
λ > 0 tels que L∗φ(µ) = λµ. En effet, l’application µ 7→ ‖L∗φ(µ)‖−1L∗φ(µ) est
continue de l’ensemble des mesures de probabilité sur Σ+

m dans lui même, qui
est convexe et faiblement compact dans l’espace de Banach séparable des me-
sures signées. Donc cette application admet un point fixe d’après le théorème
de Schauder-Tychonov.

On montre alors ([145]) en utilisant le fait que (L∗φ)n(µ) = λnµ que l’on a
nécesairement log λ = P (φ), où

(18) P (φ) = lim
n→∞

1
n

log
∑
w∈Σnm

sup
x∈[w]

eSnφ(x)

est la pression topologique de φ (cf. [206]). De plus, le comportement local
de µ est lié à celui des sommes de Birkhoff de φ de la façon suivante [145] : il

existe une suite positive (γn)n≥1 telle que lim
n→∞

log(γn)
n

= 0 et

(19) γ−1
n eSnφ(x) ≤ µ([x|n]) exp(−nP (φ)) ≤ γneSnφ(x)

pour tout x ∈ Σ+
m et tout n ≥ 1. Il s’ensuit que µ est presque multiplicative.

Les inégalités (19) montrent que l’analyse multifractale de µ (qui est une
conséquence des résultats de la section 7.1 valables pour toute mesure presque
multiplicative) n’est autre que celle de la limite des moyennes de Birkhoff
Snφ(x)/n.

3.4. Une construction générale de fonctions presque multiplicatives.
— Les fonctions presque multiplicatives obtenues à partir de potentiels conti-
nus font naturellement partie d’une classe plus générale d’objets obtenus
comme normes de produits de matrices. Nous les décrivons dans la section qui
suit. Après quoi, nous proposons un schéma de construction d’objets encore
plus généraux.

3.4.1. Produits de Birkhoff de matrices strictement positives. —
Soit M : Σ+

m → Md(R∗+), une application continue de Σ+
m à valeurs dans

l’ensemble des matrices carrées d’ordre d à coefficients strictement positifs. La
proposition qui suit est une conséquence immédiate du lemme 2.1 de [97]. Les
mesures de Gibbs au sens faible correspondent au cas d = 1.

Proposition 3.4. — L’application

ψ([w]) = sup
x∈[w]

‖M
(
σn−1x

)
· · ·M(x)‖
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appartient à PM(Cm) (‖ · ‖ étant n’importe quelle norme de matrice).

Démonstration. Il suffit de prouver le résultat pour la norme ‖A‖ =
∑
|Ai,j |.

Soit 1 est le vecteur colonne dont les composantes sont toutes égales à 1, et
E = 1t1. Lorsque A est positive, on a ‖A‖ = t1A1. Si A et B sont deux
matrices positives, on écrit A ≥ B pour signifier que Ai,j ≥ Bi,j pour tout
1 ≤ i, j ≤ d. Aussi, on a

‖AEB‖ = ‖A1t1B‖ ≤ ‖A‖ ‖B‖.

On aura besoin du lemme suivant dont la démonstration est reportée à la
fin de la preuve de cette proposition. Pour n ≥ 0 et x ∈ Σ+

m, notons

πnM(x) = M
(
σn−1x

)
· · ·M(x).

Lemme 3.1 ([97], lemma 2.1). — Il existe une constante C ne dépendant
que de M telle que, quels que soient p, q ≥ 1 et x ∈ Σ+

m, on ait

C‖πpM(x)‖ ‖πqM(σpx)‖ ≤ ‖πp+qM(x)‖ ≤ ‖πpM(x)‖ ‖πqM(σpx)‖.

L’inégalité de droite implique clairement que ψ([w · w′]) ≤ ψ([w])ψ([w′])
pour toute paire de mots {w,w′}. Ecrivons M(x) =

(
exp(φi,j(x))

)
i,j

et po-
sons ωM = maxi,j ωφi,j , où ωφi,j est le module de continuité de φi,j . Enfin,
définissons pour p ≥ 1

γp = exp
( p∑
k=1

ωM (m−k)
)
.

Alors, pour tout p ≥ 1 et x, x′ ∈ Σ+
m tels que x|p = x′|p, on a

‖πpM(x)‖ ≥ γ−1
p ‖πpM(x′)‖.

Donc, pour tout p, q ≥ 1, (w,w′) ∈ Σp
m × Σq

met x ∈ [w · w′] on a

‖πp+qM(x)‖ ≥ Cγ−1
p

(
sup
x′∈[w]

‖πpM(x′)‖
)
‖πqM(σpx)‖,

ce qui implique
ψ([w · w′]) ≥ Cγ−1

p ψ([w])ψ([w′]).

�

Preuve du lemme. L’inégalité de droite provient de la sous-multiplicativité
de la norme choisie.

Puisque M est continue et à valeurs dans les matrices strictement positives,
il existe une constante C > 0 telle que, pour tout x ∈ Σ+

m, on ait
mini,jMi,j(x)
maxi,jMi,j(x)

≥ dC.
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Cela implique M(x) ≥ CEM(x). En utilisant cette inégalité pour M(σp−1x),
on obient

‖πp+qM(x)‖ = ‖πqM(σpx)πpM(x)‖
≥ ‖πqM(σpx)CEπpM(x)‖
= C‖πpM(x)‖ ‖πqM(σpx)‖

�

3.4.2. Projections et produits croisés d’éléments de PM(Cm). —
Nous mettons maintenant en évidence deux procédés pour obtenir de nou-
veaux éléments de PM(Cm) à partir des éléments construits dans la section
précédente.

On se donne deux espaces symboliques Σ+
m1

et Σ+
m2

et on identifie Σ+
m1m2

à Σ+
m1
× Σ+

m2
en prenant pour alphabet l’ensemble Σm1 × Σm2 . Alors, pour

tout n ≥ 0, les éléments de Cnm1m2
sont les produits de cylindres [w1] × [w2],

où w1 ∈ Σn
m1

et w2 ∈ Σn
m2

.

Proposition 3.5. — Si µ ∈ PM(Cm1m2) est la restriction d’une mesure,
alors les projections de µ sur Σ+

m1
et Σ+

m2
sont respectivement des éléments de

PM(Cm1) et PM(Cm2).

Par conséquent, à partir de la mesure associée à un élément de PM(Cm1m2)
obtenu comme dans la section 3.4.1, par projection on construit des fonctions
de PM(Cm1) et PM(Cm2) qui ne pourraient être obtenues autrement.

Proposition 3.6. — Soit ρ ∈ PM(Cm1m2) et θ ∈ PM(Cm1). Alors, la fonc-
tion définie pour (w1, w2) ∈ Σ∗m1

× Σ∗m2
par

ψ([w1]× [w2]) = θ([w1])
ρ([w1]× [w2])∑

w′2∈Σ
|w2|
m2

ρ([w1]× [w′2])

appartient à PM(Cm1m2).

L’élément de PM(Cm1m2) ainsi construit n’est pas non plus de la forme
définie en section 3.4.1 si θ et θ̃ : [w1] 7→

∑
w′2∈Σ+

m2
ρ([w1] × [w′2]) ne sont

pas équivalentes. Des mesures croisées presque multiplicatives de ce type se
rencontrent naturellement dans l’analyse multifractale des mesures de Gibbs
projetées sur des tapis de Sierpinski auto-affines (voir la section 7.4).
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3.5. Mesures de Gibbs auto-conformes et auto-affines. — Nous abor-
dons des exemples de réalisations géométriques naturelles des mesures presque
multiplicatives considérées précédemment. Ceci se fait en projetant ces me-
sures sur des attracteurs de systèmes de fonctions conformes itérées (IFS) ou
des répulseurs conformes codés par le même espace symbolique.

3.5.1. Mesures de Gibbs sur un attracteur d’IFS ou un répulseur
conforme. — Donnons-nous un entierN supérieur ou égal à 2 et un ensemble
S = {S0, . . . , SN−1}, dit système, de N fonctions strictement contractantes de
Rd dans lui même.

Notons πS l’application de Σ+
N dans Rd définie par

πS(t) = lim
n→∞

St1 ◦ St2 ◦ · · ·Stn(0).

L’ensemble πS(ΣN ) est l’attracteur associé aux itérations du système S, c’est-
à-dire l’unique ensemble compact non vide K ⊂ Rd tel que

(20) K =
N−1⋃
k=0

Sk(K).

On dira que le système S satisfait la condition de séparation dite ”open set
condition” (OSC) introduite dans [122], s’il existe un ensemble ouvert borné
non vide U tel que

(OSC)
N−1⋃
k=0

Sk(U) ⊂ U et Sk(U) ∩ Sj(U) = ∅ si j 6= k.

Si µ est une mesure presque multiplicative sur CN , sa réalisation géométrique
naturelle sur K est sa projection µ ◦ π−1

S .
Dans le cas où µ est de type Bernoulli, c’est-à-dire s’il existe un vecteur de

probabilités p = (p0, . . . , pN−1) tel que µ = µp =
(∑N−1

k=0 piδi
)⊗N∗ , alors il

existe une unique mesure ν de probabilité satisfaisant l’équation

(21) ν =
N−1∑
k=0

pkν ◦ S−1
k .

On a ν = µp ◦ π−1
S (voir [122]).

Si les éléments de S sont des similitudes (resp. des transformations affines)
l’ensemble K est dit auto-similaire (resp. auto-affine), de même que ν.

Si les applications Si sont de classe C1, injectives et définies sur un même
ouvert U tel que Si(U) ⊂ U , et s’il existe γ ∈]0, 1[ telle que la différentielle
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de Si soit à valeurs dans l’ensemble des similitudes de rapport de contrac-
tion inférieur à γ, alors K et ν sont dits auto-conformes (voir par exemple
[85]). Nous illustrerons ces mesures par des cas concrets dans les sections
3.5.2 et 7.5.4.

Les répulseurs conformes sont des ensembles compacts munis d’une dyna-
mique conforme expansive qui les rend facteurs d’un sous shift de type fini sur
un espace symbolique unilatéral du type Σ+

m. Il est donc naturel d’y projeter
des mesures de Gibbs ou faiblement Gibbs. Pour une description approfondie
de ces ensembles et des mesures de Gibbs qu’ils portent on pourra consul-
ter [191], ainsi que [163]. Lorsque ce sous-shift est en fait le shift plein, on
obtient une mesure de type auto-conforme comme décrit ci-dessus. Nous ne
considérerons ici que l’exemple le plus simple des ensembles de type ”cookie-
cutter”, qui sont des ensembles de Cantor (non linéaires) auto-conformes, et
les mesures de Gibbs sur un ensemble de Cantor de ce type.

Soit U0 et U1 deux sous-intervalles de [0, 1] disjoints. Pour i ∈ {0, 1}, soit
Ti : Ui → [0, 1], un difféomorphisme de classe C1+γ (γ > 0) tel que |T ′i | > 1,
et soit gi = (Ti)−1 l’inverse de Ti. Soit T : U0 ∪ U1 → [0, 1] l’application dont
les restrictions à U0 et U1 sont respectivement T0 et T1. On définit alors

K =
⋂
n≥1

⋃
w∈Σn2

gw1 ◦ · · · ◦ gwn([0, 1])

et, pour tout w ∈ Σn
2 ,

Kw = gw|1 ◦ · · · ◦ gw|n(K).

Par construction, T−1(K) = K, et K est l’unique sous-ensemble compact
de [0, 1] satisfaisant cette équation. L’application

π : Σ+
2 → K

w 7→ lim
n→∞

gw|1 ◦ · · · ◦ gw|n(0)

est un homéomorphisme qui conjugue les systèmes dynamiques (Σ+
2 , σ) et

(K,T ). Par conséquent, si ϕ est une fonction höldérienne définie sur K, il
existe une unique mesure ergodique µϕ sur (K,T ), dite de Gibbs, pour laquelle
il existe C > 0 et Pϕ ∈ R tels que l’on ait

(22) C−1 ≤ µϕ(Kw)
exp

(
S|w|ϕ(x)− |w|Pϕ

) ≤ C, (∀ w ∈ Σ∗, ∀x ∈ Kw),
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où Pϕ = P (ϕ ◦ π−1) et

Snϕ(x) =
n−1∑
k=0

ϕ(T k(x)).

La mesure µϕ n’est autre que la mesure µ ◦ π−1 où µ est la mesure de Gibbs
associée à ϕ ◦ π−1.

3.5.2. Des mesures auto-similaires avec empiètements vues comme
normes de produits de matrices ou mesures de Gibbs faibles sans
empiètements. — L’étude de la géométrie d’une mesure de Gibbs pro-
jetée sur un attracteurs d’IFS est une question très délicate non résolue en
général. Cela provient du fait que les différentes copies Si(K) de K dans (20)
peuvent se recouvrir de façon très complexe quand on n’est pas dans la situa-
tion géométrique simple où la condition (OSC) est satisfaite (cette situation
sera illustrée dans la section 5.5.5). Nous allons décrire à l’aide d’un exemple
une situation intermédiare non triviale bien comprise, entre la condition (OSC)
et la situation générale, pour laquelle on contrôle les recouvrements.

Supposons que le système S satisfasse la propriété de type fini suivante :

d = 1, Sk(x) = ρx+ bk, 0 < ρ < 1, bk ∈ R, k = 1, . . . , N,

et il existe un ensemble fini Γ tel que pour tout entier n ≥ 1, et tous mots w
et w′ dans Σn

N , notant Sw = Sw1 ◦ · · ·Swn , on ait

ρ−n|Sw(0)− Sw′(0)| > c ou ρ−n|Sw(0)− Sw′(0)| ∈ Γ,

où

c = (1− ρ)−1
(

max
1≤k≤N

bk − min
1≤k≤N

bk
)
.

Alors, la mesure ν est équivalente à la projection sur l’attracteur d’un système
satisfaisant la condition (OSC) d’une mesure obtenue sur un autre espace
symbolique Σ+

M à l’aide de la norme de produits de Bernoulli de matrices po-
sitives (mais non nécessairement strictement positive comme c’est le cas dans
la construction faite dans la section 3.4.1 ; voir section 7.3) ; cette propriété
non triviale est obtenue dans [95] (voir aussi [217, 218, 100]). Dans certains
cas, on sait même montrer que ces normes de matrices sont équivalentes à une
mesure de Gibbs au sens faible [106, 183] ; détaillons cette idée dans le cas
de la (2, 3)-convolution de Bernoulli sur R, qui est définie comme suit.
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On se donne une suite (Xn)n≥1 de variables aléatoires indépendantes et uni-
formément distribuées sur {0, 1, 2} et l’on appelle (2, 3)-convolution de Ber-
noulli la loi de probabilité ν de la variable

X =
1
2

∑
n≥1

Xn2−n.

La mesure ν est clairement portée par [0, 1] et on peut déduire de la définition
de X qu’elle satisfait l’équation d’autosimilarité :

ν =
1
3
ν ◦ S−1

0 +
1
3
ν ◦ S−1

1 +
1
3
ν ◦ S−1

2 ,

où Si(x) = x/2 + i/4 pour i ∈ {0, 1, 2}. Le système {S0, S1, S2} ne satisfait
pas l’OSC, mais il est de type fini.

Nous exposons maintenant certains résultats de la section 2.1 de [106]. On
peut montrer par récurrence que si l’on considère le système S̃ = {S0, S2},
alors pour tout w ∈ Σ∗2 =

⋃
n≥0{0, 2}n, on a

ν
(
Sw([0, 1])

)
=

1
2

1
3n−1

tVw1PwV,

où
Pw = Pw1Pw2 · · ·Pw|w| ,

et

V0 =
(

1
0

)
, V2 =

(
0
1

)
, V =

(
1
1

)
, P0 =

(
1 0
1 1

)
, P2 =

(
1 1
0 1

)
(les intervalles Sw([0, 1]) sont les sous-intervalles dyadiques de [0, 1]). Si l’on
définit

(23) µ([w]) =
1
2

1
3n

tV Pw1Pw2 · · ·PwnV,

alors µ se prolonge naturellement en une mesure invariante sur Σ+
2 et l’on a

µ([w]) ≈ 3−n‖Pw1Pw2 · · ·Pwn‖.

De plus, la projection naturelle ν̃ = µ◦π−1 de µ sur la grille dyadique est telle
que

(24)
3

n+ 2
≤
ν
(
Sw([0, 1])

)
ν̃
(
Sw([0, 1])

) ≤ 3.

Nous allons montrer que la mesure µ définie par (23) est également une
mesure de Gibbs au sens faible associée à un potentiel continu φ sur Σ+

2 .
Introduisons d’abord quelques notations.
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Etant donné un mot infini x ∈ Σ+
2 , on peut le représenter d’une seule

façon comme concaténation infinie d’une suite de mots (wi)i≥1 de sorte que
chaque mot wi ait toutes ses lettres identiques et que deux mots consécutifs
ne contiennent pas la même lettre. On pose ai(x) = |wi|.

Alors, pour tout n ≥ 1, il existe un unique entier kx(n) tel que le mot x|n
s’écrive w1 · · ·wkx(n)−1w̃kx(n), avec w̃kx(n) = wkx(n)|n−skx(n)−1

6= ∅, où sk =∑k
i=1 ak. On pose ãkx(n) = |w̃kx(n)| = n− skx(n)−1.

Etant donnée une suite finie d’entiers positifs (ak)k≥0 on note

[a0; a1, . . . , ak] = a0 +
1

a1 +
1

. . . +
1
ak

si ai > 0 pour tout 1 ≤ i ≤ k, et [a0; a1, . . . ] = limk→∞[a0; a1, . . . , ak] si ai > 0
pour tout i ≥ 1.

Maintenant, définissons

nx = inf{n ≥ 0 : σnx ∈ {0, 2}},

où pour i ∈ {0, 2} i est le mot infini dont toutes les lettres sont égales à
i. Notons que si 0 < nx < ∞, alors a1(x) + · · · + akx(nx)(x) = nx et donc
ãkx(nx) = akx(nx)(x).

Théorème 3.3 ([106], Theorem 2.2). — La mesure µ est une mesure de
Gibbs au sens faible pour le potentiel

φ(x) =


log(1/3) si nx = 0,

log([1; a1(x), . . . , akx(nx)−1(x), akx(nx)(x)]/3) si 0 < nx <∞,
log([1; a1(x), . . . ]/3) si nx =∞.

Remarque 3.1. — Par construction, on a P (φ) = 0. De plus, le potentiel φ
est normalisé de sorte que exp(φ(0 · x)) + exp(φ(2 · x)) = 1 pour tout x ∈ Σ2,
i.e. si l’on pose g = exp(φ), µ est une g-mesure au sens de [143].

Démonstration. Le résultat est une conséquence simple du lemme suivant.

Lemme 3.2. — Soit φ1(x) = log µ([x1]) et, pour n ≥ 2,

φn(x) = log
µ([x1 · · ·xn])
µ([x2 · · ·xn])

.

La suite φn converge uniformément vers φ.
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En effet, on a

µ([x1 · · ·xn]) = exp
( n−1∑
k=0

φn−k(σk(x))
)
.

La démonstration du lemme repose sur les propriétés suivantes.

Lemme 3.3. — Soit w ∈ Σ∗2. Ecrivons w = w1 . . . wk, les mot wi ayant toutes
leurs lettres identiques, deux mots consécutifs ne contenant pas la même lettre.
Posons ai = |wi|. Alors,

1.
tV PwV = tV Qa1 · · ·QakV, où Qa =

(
a 1
1 0

)
.

2. Si l’on représente [1; a1, . . . , ak] sous sa forme irréductible pk/qk, alors(
pk
qk

)
= Q1Qa1 · · ·Qak

(
1
0

)
, donc [1; a1, . . . , ak] =

(1 0)Q1Qa1 · · ·Qak t(1 0)
(1 0)Q1Qa1 · · ·Qak t(1 0)

.

Démonstration. Pour le point 1., il suffit d’observer que Q2
0 est la matrice

identité et que pour a ≥ 1 on a P a2Q0 = Q0P
a
0 . Le second point provient

directement de la théorie des fractions continues.

Démonstration du lemme 3.2. Soit x ∈ Σ∗2.
Si nx = 0, alors par définition de φn et d’après le lemme 3.3.1., on a pour

n ≥ 2

3 exp(φn(x)) =
tV QnV
tV Qn−1V

=
n+ 2
n+ 1

.

Si 0 < nx <∞, on a a1(x) + · · · akx(nx)(x) = nx, et pour n > nx on a

3 exp(φn(x)) =
tV Qa1(x) · · ·Qakx(nx)(x)Qn−nxV

tV Qa1(x)−1 · · ·Qakx(nx)(x)Qn−nxV

=
(1 0)Q1Qa1(x) · · ·Qakx(nx)(x)Qn+1−nx

t(1 0)

(0 1)Q1Qa1(x) · · ·Qakx(nx)(x)Qn+1−nx
t(1 0)

= [1; a1(x), . . . , akx(nx)(x), n+ 1− nx],

où nous avons utilisé le lemme 3.3.2.
Si nx =∞, alors pour n ≥ 2 on a

3 exp(φn(x)) =
(1 0)Q1Qa1(x) · · ·Qakx(n)−1(x)Qeakx(n)+1

t(1 0)

(0 1)Q1Qa1(x) · · ·Qakx(n)−1(x)Qeakx(n)+1
t(1 0)

= [1; a1(x), . . . , akx(n)−1(x), ãkx(n) + 1].
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Désignons simplement kx(n) par k, ai(x) par ai, et ãkx(n) par ãk et écrivons
maintenant [1; a1, . . . , ak−1, ãk] = pk/qk et [1; a1, . . . , ak−1, ãk+1] = p′k/q

′
k sous

leur forme irréductible. En utilisant la définition de φ et la théorie des fractions
continues on obtient

3| exp(φ(x)− exp(φn(x)| =
∣∣∣[1; a1, . . . ]−

p′k
q′k

∣∣∣
≤
∣∣∣[1; a1, . . . ]−

pk
qk

∣∣∣+
∣∣∣pk
qk
−
p′k
q′k

∣∣∣ ≤ 1
qkqk+1

+
1

qkq
′
k

≤ 1
qk

+
1
q′k
,

et comme n = a1 + · · ·+ ak−1 + ãk, on a qk ≥ q′k ≥ n, d’où

| exp(φ(x)− exp(φn(x)| ≤ 2
3n
.

La même inégalité est vraie pour 0 < nx < ∞. Par conséquent, on a bien la
convergence uniforme cherchée. �

4. T-martingales

Nous abordons la notion de T-martingale introduite par J.-P. Kahane pour
formaliser certains modèles de martingales multiplicatives à valeurs mesures
considérés par B. Mandelbrot pour modéliser la dissipation d’énergie dans un
fluide turbulent. La section 4.1 présente la construction générale et pose les
principales questions relatives à ces objets. La section 4.2 regroupe quelques
propriétés fondamentales vraies en toute généralité, et qui apportent des
premières réponses à ces questions. Puis la section 4.3 distingue une classe de
[0, 1]-martingales homogènes pour laquelle on peut obtenir des réponses très
précises à ces questions. Deux exemples fondamentaux sont distingués, les
cascades canoniques de Mandelbrot et les cascades de Poisson composées, qui
seront utilisés dans les chapitres 8 et 9 comme outils d’analyse multifractale.
Enfin, la section 4.4 considère une classe de [0, 1]-martingales homogènes qui
a la particularité de pouvoir être vue aussi bien comme un produit de Riesz
généralisé aléatoire que comme une mesure de Gibbs aléatoire. Les preuves
des résultats généraux des sections 4.2 et 4.3 seront pour la plupart omises,
le lecteur étant renvoyé aux articles originaux. Cependant, certaines preuves
seront données dans le cas particulier des cascades canoniques de Mandelbrot,
qui joue un rôle fondamental dans la théorie.

4.1. T-martingales et mesures chaotiques. —
Soit (T, d) un espace métrique compact ou localement compact et soit

(Ω,A, P ) un espace de probabilité. On se donne une filtration, c’est-à-dire
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une suite croissante {An}n≥1 de sous-tribus de A et une suite de processus
aléatoires indépendants {Pn(t)}n≥1. On écrit Pn(t) = Pn(t, ω) pour préciser
que t ∈ T, ω ∈ Ω. Supposons que

(i) Pn(t, ·) est An-mesurable pour tout t ;
(ii) Pn(·, ω) est borélienne pour presque tout ω ;
(iii) P (t) ≥ 0, EPn(t) = 1 pour tout t ∈ T .

Une telle suite {Pn} est appelée une suite de poids adaptée à la filtration {An}.
Posons

Qn(t) = Qn(t, ω) =
n∏
j=1

Pj(t, ω).

Pour tout t fixé, Qn(t) (n ≥ 1) est une martingale. On dit que Qn(t) (t ∈ T )
est une martingale indexée par T ou bien une T -martingale.

Pour n ≥ 1 et toute mesure de Radon positive σ sur T , ce qu’on écrit
σ ∈M+(T ), nous considérons la mesure aléatoire Qnσ définie par

Qnσ(A) =
∫
A
Qn(t)dσ(t)

(
A ∈ B(T )

)
où B(T ) est la tribu borélienne de T . Il est clair que pour tout A ∈ B(T ),
Qnσ(A) (n ≥ 1) est une martingale positive. Donc elle converge presque
sûrement (p.s. pour abréger).

Théorème 4.1. — [132] Pour toute mesure de Radon σ ∈ M+(T ), p.s. la
mesure aléatoire Qnσ converge faiblement vers une mesure aléatoire, qu’on
notera Qσ.

Démonstration. Pour toute fonction borélienne bornée φ,
∫
φQndσ est une

martingale L1-bornée donc converge p.s.. Soit Φ un ensemble dénombrable
de fonction continues qui est dense dans Cb(T ). Alors p.s. pour tout φ ∈ Φ,∫
φQndσ converge. Par conséquent, p.s. Qndσ admet une limite faible notée

Qσ, qui satisfait

p.s. ∀φ ∈ C(T ),
∫
φdQσ = lim

n→∞

∫
φQndσ.

�
Nous pouvons considérer Q comme un opérateur qui envoie une mesure

(ici σ) sur une mesure aléatoire Qσ. Nous appelons Q un opérateur de chaos
multiplicatif et Qσ une mesure de chaos multiplicatif [167, 168, 131, 66].

Il existe deux cas extrêmes. Le premier dans lequel Qnσ(T ) converge p.s.
vers zero, c’est-à-dire la mesureQσ est p.s. nulle. Le second dans lequelQnσ(T )
converge dans L1 de sorte que ES(T ) = σ(T ). Si le premier cas a lieu, on dit
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que Q tue σ ou encore que σ est Q-singulière. Dans le second cas, on dit que
Q agit pleinement sur σ ou bien que σ est Q-régulière. Ces situations sont
bien décrites par l’opérateur suivant. Définissons l’opérateur EQ :M+(T )→
M+(T ) par

(EQσ)(A) = E(Qσ(A)) (A ∈ B(T )).

Alors σ est Q-singulière (resp. Q-régulière) si et seulement si EQσ = 0 (resp.
EQσ = σ).

Théorème 4.2. — [132] Toute mesure de Radon σ ∈M+(T ) se décompose
uniquement sous la forme σ = σr+σs, où σr est Q-régulière et σs Q-singulière.

Démonstration. (Esquisse) Pour toute mesure σ, on peut démontrer qu’il existe
un borélien B dépendant de σ tel que E(Qσ|An) = 1BQnσ au sens que p.s.
pour tout borélien A on ait

E(Qσ(A)|An) =
∫
A

1BQndσ.

Alors on décompose σ en prenant

σr = 1Bσ, σs = 1Bcσ.

�
L’opérateur EQ prolongé naturellement à l’espace des mesures de Radon

M(T ) est une projection, dont l’image (resp. le noyau) est constitué des me-
sures Q-régulières (resp. Q-singulières).

Maintenant nous sommes intéressés par les propriétés de la mesure aléatoire
Qσ, de l’opérateur Q ou de l’opérateur EQ. Voici quelques questions :

Question 1 Sous quelle condition l’opérateur Q tue-il σ ?
Question 2 Sous quelle condition l’opérateur Q agit-il pleinement sur
σ ?
Question 3 Quand le moment E(S(T )p) est-il fini pour un certain ordre
p, positif ou négatif ?
Question 4 Quelle est la relation entre les deux mesures Q′σ′ et Q′′σ′′,
où les deux opérateurs Q′ et Q′′ sont définis comme Q ?
Question 5 Quelle est la dimension de la mesure Qσ ?
Question 6 La mesure Qσ est-elle multifractale ?

Les deux dernières questions seront abordées dans des cas particuliers dans les
chapitres 5, 8 et 9.
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4.2. Quelques propriétés générales. — Dans la suite, nous présentons
quelques résultats dans le cas général. Ils offrent soit des réponses partielles
aux questions précédentes soit des méthodes que l’on peut exploiter dans des
cas concrets. Des réponses complètes peuvent être obtenues dans divers cas
particuliers, que nous présenterons en section 4.3.

Le résultat suivant utilise la notion de mesure de Hausdorff définie au début
du chapitre 5. Le lecteur est renvoyé à [132] pour la preuve.

Théorème 4.3 ([132]). — Supposons que Hα(T ) < ∞ où Hα désigne la
mesure de Hausdorff α-dimensionnelle et qu’il existe des nombres 0 < h < 1
et C > 0 ayant la propriété que pour toute boule B de rayon r on peut trouver
un entier n = n(B) tel que

(25) E
(

sup
t∈B

Qn(t)
)h
≤ Crα(1−h).

Alors toutes les mesures de Radon sur T sont Q-singulières.

En particulier, la condition dimσ < α, accompagnée de (25), implique la
Q-singularité de σ. Sans être universellement valable, ce théorème s’avère être
dans bien de cas un bon outil pour démontrer la Q-singularité de σ [132, 75].
D’autre part, pour la Q-régularité, on a la condition L2 suivante. La preuve
est ce résultat est une conséquence directe du fait qu’une martingale est L2-
convergente si et seulement si elle est L2-bornée.

Théorème 4.4 ([132]). — La martingale Qnσ(T ) est L2-convergente
(donc σ est Q-régulière et E(Qσ(T ))2 <∞) si et seulement si

(26)
∫ ∫ ∞∏

n=1

EPn(t)Pn(s)dσ(t)dσ(s) <∞.

Supposons que σ est une mesure de probabilité Q-régulière. Voici un outil
puissant pour étudier les propriétés p.s. Qσ-presque partout. Il s’agit d’une
mesure Q sur l’espace produit T × Ω définie par

(27)
∫
T×Ω

ϕ(t, ω)dQ(t, ω) = E
∫
T
ϕ(t, ω)dQσ(t)

pour toute fonction mesurable positive ϕ.
On dit que les poids Pn(t) sont homogènes si pour tout n et tous t, t′ ∈ T ,

les deux variables Pn(t) et Pn(t′) ont la même loi de probabilité. Le résultat
suivant est immédiat.
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Théorème 4.5 ([138, 132]). — Supposons que les poids Pn(t) sont ho-
mogènes. Supposons que σ est une probabilité Q-régulière. Alors les Pn(t, ω),
considérés comme des variables aléatoires sur T × Ω, sont Q-indépendantes.

Démonstration. Soint N ≥ 1. Etant données N fonctions boréliennes
h1, · · · , hN , un calcul simple permet d’obtenir

EQ
N∏
n=1

hn(Pn(t)) =
N∏
n=1

Ehn(Pn(t))

où EQ désigne l’espérance relative à Q et E celle relative à la probabi-
lité P . Rappelons que Ehn(Pn(t)) est indépendante de t. On en déduit la
Q-indépendance. �

Une application directe de ce théorème implique que p.s. pour Qσ-presque
tout t ∈ T on a

(28) lim
n→∞

1
n

n∑
k=1

logPk(t, ω) = lim
n→∞

1
n

n∑
k=1

EPk logPk.

Ce résultat sera exploité pour calculer la dimension de Hausdorff des cascades
canoniques de Mandelbrot dans la section 5.5.3.

Etant données deux suites de poids {P ′n(t)}n≥1 et {P ′′n (t)}n≥1, respective-
ment définis sur les espaces de probabilité (Ω′,A′, P ′) et (Ω′′,A′′, P ′′), et res-
pectivement adaptés à deux filtrations {A′n} et {A′′n}, il est évident que {Pn}
défini par Pn(t) = P ′′n (t)P ′n(t) est une suite de poids adaptés à {A′n ⊗ A′′n},
définis sur (Ω,A, P ) = (Ω′×Ω′′,A′⊗A′′, P ′⊗P ′′). Désignons par Q′, Q′′ et Q
les trois opérateurs correspondant aux trois suites de poids.

Le principe de décomposition suivant est très utile dans l’étude des questions
de recouvrements aléatoires et de percolation [130, 68]. Il sera appliqué dans la
section 9.2 à l’estimation de la dimension de Hausdorff des cascades canoniques
de Mandelbrot.

Théorème 4.6 ([223, 84]). — Sous les conditions ci-dessus, nous avons
(a) Qσ = Q′′(Q′σ) p.s. pour toute mesure σ ∈M+(T ).
(b) σ ∈ Im EQ⇒ Q′σ ∈ Im EQ′′ pour presque tout ω′ ∈ Ω′.
(c) σ ∈ Ker EQ⇒ Q′σ ∈ Ker EQ′′ pour presque tout ω′ ∈ Ω′.
(d) EQσ = EQ′′(EQ′σ) pour toute σ ∈M+(T ) Q-régulière.

Une preuve complète et détaillée se trouve dans [84]. Voir [134, 75, 78]
pour les applications de ce résultat dans le calcul de dimensions.
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Soit Q′ et Q′′ les deux opérateurs associés respectivement à {P ′n} et {P ′′n}.
Supposons que pour tout t ∈ fixé la loi du vecteur aléatoire (P ′n(t), P ′′n (t)) ne
dépend pas de t (nous ne supposons pas que les deux suites de poids {P ′n} et
{P ′′n} sont indépendantes).

Théorème 4.7 ([70]). — Sous les conditions ci-dessus, pour toute mesure σ
Q′-régulière, on a

(a)
∏∞
n=1 E

√
P ′nP

′′
n > 0⇒ p.s. Q′′σ � Q′σ et σ est Q′′-régulière.

(b)
∏∞
n=1 E

√
P ′nP

′′
n = 0⇒ p.s. Q′′σ ⊥ Q′σ.

En particulier, si la loi de P ′′n ne dépend pas de n et si P ′′n 6≡ 1, alors Q′′σ ⊥ σ
pour presque tout ω tel que Q′′σ 6= 0. La preuve du dernier théorème suit l’idée
utilisée dans celle du théorème de Kakutani. Voir le détail dans [70].

4.3. Une classe de [0, 1]-martingales homogènes. — Les mesures de
Gibbs construites dans la section 3 présentent la propriété de posséder de
l’auto-similarité. Nous allons spécifier une classe de T-martingales dont les
éléments présentent, en loi, de l’invariance par translation, et dans certain cas
de l’autosimilarité. Cela permettra d’énoncer des résultats fins quant à la non
dégénérescence et à la finitude des moments des martingales correspondantes.
Cette classe abstraite de martingales contient les exemples fondamentaux que
sont les cascades multiplicatives dites canoniques introduites dans [167, 169],
ainsi que les cascades multiplicatives dites de Poisson composées introduites
dans [14, 8] et leurs extensions avec les cascades infiniment divisibles dans [4,
46].

Si m est un entier ≥ 2 et n ≥ 0, nous désignons par Fmn la familles des in-
tervalles m-adiques de génération n contenus dans [0, 1], et par Fm l’ensemble
des sous-intervalles m-adiques de [0, 1]. Si I ∈ Fm, SI désigne l’application
affine canonique envoyant [0, 1] sur I.

Nous allons demander à la martingale (Qn) de satisfaire davantage de pro-
priétés. Nous travaillons dans T = [0, 1]. D’autre part, nous introduisons pour
la suite (Pn)n≥1 les propriétés suivantes :

(P1) Pour tout n ≥ 1, le processus Pn(t)t∈[0,1] est homogène (c’est-à-dire
la loi de la variable Pn(t) est indépendante de t). On pose alors

ϕ(q) = q − 1− lim inf
n→∞

1
n

logm E
(
1{Qn>0}Q

q
n

)
(q ∈ R).
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(P2) Il existe un entier N ≥ 0 tel que pour tous n ≥ 1 et I, I ′ ∈ Fmn , les
tribus σ(Pk(t), k > n, t ∈ I) et σ(Pk(t), k > n, t ∈ I ′) soient indépendantes
si la distance de I à I ′ est supérieure à Nm−n.

(P3) Le processus
(
Pk+n ◦SI(·)

)
k≥1

a la même loi que (Pk(·))k≥1 pour tout
I ∈ Fmn . En particulier, sous (P1) on a pour q ∈ R

ϕ(q) = q − 1− logm E
(
1{P1>0}P

q
1

)
.

Dans la suite de cette section, on prend pour mesure σ la restriction λ

de la mesure de Lebesgue à [0, 1]. On a les résultats suivants, qui sont des
généralisations des résultats connus pour les cascades canoniques de Mandel-
brot [138, 136, 174, 7] et les cascades de Poisson composées [14, 15], qui
seront introduites dans les sections 4.3.1 et 4.3.2. D’autres exemples auxquels
ces résultats s’appliquent sont décrits dans [15] et, comme la classe de martin-
gales que nous étudions est stable par multiplication de deux de ses éléments
indépendants, on a un moyen d’en engendrer encore de nouveaux.

Les résultats suivants sont des extensions non triviales de propriétés vraies
pour les cascades canoniques de Mandelbrot, pour lesquelles nous donnerons
des démonstrations des théorèmes 4.9 et 4.10.

Théorème 4.8 (Non dégénérescence [15]). — Supposons (P1), (P2) et
(P3) vérifiées.

1. Si E(supt∈[0,m−n]Qn(t)) = o(n), alors ϕ′(1−) > 0 implique que λ est
Q-régulière.

2. S’il existe h ∈ (0, 1) tel que E
(

sup
t∈[0,m−n]

Qn(t)h
)
≤ exp(θ(n)) E(Qhn) avec

θ(n) = o(n), alors λ est Q-régulière seulement si ϕ′(1−) ≥ 0.

Théorème 4.9 (Moments d’ordres positifs [15]). — Supposons (P1) et
(P2) vérifiées. Si q ∈ (1, 2] et ϕ(q) > 0, la mesure λ est Q-régulière et Qnλ(T )
est bornée dans Lq. Le même résultat est vrai pour q > 2 si (P3) est vérifiée.

Si (P1), (P2) et (P3) sont vérifiées et si E
(

inf
t∈[0,m−n]

Qn(t)q
)
≥

exp(−θ(n)) E(Qqn) avec θ(n) = o(n), alors Qnλ(T ) est bornée dans Lq

seulement si ϕ(q) ≥ 0.

Théorème 4.10 (Moments d’ordres négatifs [15])
Supposons (P1), (P2) et (P3) vérifiées et P(P1 > 0) = 1. Soit q < 0.

S’il existe n ≥ 1 tel que E
(

inf
t∈[0,m−n]

Qn(t)q
)
< ∞ alors Qλ(T ) a un moment

d’ordre q fini.
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Nous présentons deux exemples fondamentaux auquels s’appliquent les
résultats précédents. Pour le premier, nous donnerons dans la sections 8.1 la
preuve du résultat de convergence presque sûre et en norme Lp énoncé dans
le théorème 4.9 ainsi que celle du résultat de finitude des moments d’ordre
négatifs énoncé dans le théorème 4.10.

4.3.1. Cascades multiplicatives de Mandelbrot sur Σ+
m et leurs projections.—

On notera λm la mesure uniforme sur Σ+
m. Pour tout n ≥ 1 on se donne

une variable aléatoire W (n) strictement positive d’espérance 1 et une famille
dénombrable (W (w))w∈Σ∗m de variables aléatoires indépendantes telles que
W (w) suive la loi de W (|w|). On pose alors pour n ≥ 1 et t ∈ Σ+

m.

Pn(t) = W (t|n).

A tout u ∈ [0, 1] on associe le mot infini ũ de Σ+
m tel que u =

∑
k≥1 ũkm

−k

(convenant que ũk = m − 1 pour k grand si u est m-adique et non nulle).
Ensuite définissons pour chaque n une fonction aléatoire sur [0, 1] par

P̃n(u) = Pn(ũ).

Alors la suite de fonctions aléatoires (P̃n(u))n≥1 vérifie (P1) et (P2). Elle
vérifie (P3) si les variables W (n)(w) sont identiquement distribuées.

On a alors

ϕ(q) = q − 1− lim inf
n→∞

1
n

n∑
k=1

logm E((W (k))q)

qui se simplifie en

(29) ϕ(q) = q − 1− logm E(W q)

si les W (n) suivent la même loi qu’une variable W .
Dans ce dernier cas, introduit dans [167, 168, 169], le théorème 4.8.(1)

indique que la suite (Qnλm)n≥1 et sa projection naturelle sur [0, 1], notée
(Q̃nλ)n≥1, sont non dégénérées si

ϕ′(1−) = 1− E(W logmW ) > 0.

Il s’avère que la réciproque est aussi vraie, donc que l’on a un résultat plus
fort que le théorème 4.8.(2) dans ce cas (voir [138]).

Si ϕ′(1−) > 0, alors la masse totale Y de Qλm est la limite de la martingale

Yn = m−n
∑
w∈Σnm

n∏
k=1

W (w|k)



44 JULIEN BARRAL, AIHUA FAN ET JACQUES PEYRIÈRE

et elle satisfait l’équation :

(30) Y =
1
m

m−1∑
k=0

W (k)Y (k),

où m−1W (k)Y (k) représente la Qλm masse du cylindre [k], les Y (k) sont des
copies de Y , et les variables aléatoires W (0), . . . ,W (m−1), Y (0), . . . , Y (m−1)
sont indépendantes. Nous verrons que cette équation joue un rôle crucial dans
l’étude des propriétés de Qλm.

Plus généralement, pour w ∈ Σ∗, on a

(31) µ([w]) = m−|w|Q(w)Y (w)

avec

(32) Q(w) =
|w|∏
k=1

W (w|k) et Y (w) = lim
n→∞

m−n
∑

w′∈Σnm

n∏
k=1

W (w · w′|k).

De plus, les tribus σ(Q(w) : w ∈ Σn
m) et σ(Y (w) : w ∈ Σn

m) sont indépen-
dantes et les Y (w) sont des copies de Y indépendantes.

4.3.2. Produits de poids aléatoires poissoniens sur [0, 1]. — La construction
qui suit est introduite dans [14] (voir aussi [8, 15]). Soit ν une mesure de
Radon sur (0, 1] et Λ la mesure Leb⊗ν, où Leb désigne la mesure de Lebesgue
sur R. Soit W une variable aléatoire intégrable strictement positive et f :
[0, 1]→ R∗+ une fonction intégrable.

Pour ε ∈ (0, 1] et t ∈ [0, 1] posons

Cε(t) =
{

(s, λ) : ε < λ ≤ 1, t ≤ s < t+ λ
}
.

Soit S un processus de Poisson d’intensité Λ. A tout point M de S on as-
socie une copie WM de W de sorte que ces copies soient indépendantes et
indépendantes de S. Notons

∆Cn(t) = Cm−n(t) \ Cm−(n−1)(t).

Pour t ∈ [0, 1) et n ≥ 1 soit

Pn(t) =

∏
M∈S∩∆Cn(t)WMf

( t−tM+βλM
βλM

)
exp

[
Λ(∆Cn(t))(E(W )

∫
[0,1] f(t) dt− 1)

] .
Les fonctions (Pn(t))n≥1 satisfont les propriétés (P1) et (P2) et

ϕ(p) = p− 1 + δ̃
(
p
[

E(W )
( ∫

[0,1]
f(t) dt

)
− 1
]
−
(

E(W p)
( ∫

[0,1]
f(t)p dt

)
− 1
))
,
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où

δ̃ = lim sup
n→∞

1
n

logm Λ(Cm−n).

Si de plus il existe δ > 0 tel que ν = δ
dλ
λ2

, c’est-à-dire si Λ a une pro-

priété d’auto-similarité, on a β̃ = βδ et (P3) est vérifiée. Si la fonction
f est höldérienne, le théorème 4.8 s’applique, et on peut montrer qu’il y
a équivalence entre non dégénérescence et ϕ′(1−) > 0 sous la condition
supplémentaire E(W log2(W )) <∞ (voir [14, 15]).

4.4. [0, 1]-martingales homogènes, produits de Riesz et mesures de
Gibbs aléatoires. — Nous nous intéressons à une classe de martingales
homogènes construites sur [0, 1], dont la particularité est de converger, lors-
qu’elles sont non dégénérées, vers des produits de Riesz généralisés qui sont
des cas spéciaux de mesures de Gibbs aléatoires.

Soit V une fonction mesurable positive et 1-périodique à valeurs dans R+,
telle que

∫
[0,1] V (t) dt = 1, (Ω,P) l’espace probabilisé ([0, 1]N, λ⊗N), et b un

entier ≥ 2. Définissons alors la [0, 1]-martingale

(33) Qn(t, ω) =
n∏
k=1

Pk(t, ω), où Pk(t, ω) = V
(
bk−1(t+ ωk−1)

)
qui satisfait les propriétés (P1) et (P3), mais non (P2). Certains produits
généraux (V pouvant dépendre de k) ont été introduits dans [76].

La classe de martingales ainsi construite n’a en commun que la martingale
constamment égale à 1 avec celle décrite dans la section précédente, et la
condition nécessaire et suffisante de non dégénérescence que l’on obtient est
totalement différente.

Notons toujours λ la mesure de Lebesgue. Pour tout k ∈ Z, soit V̂ (k) =∫
[0,1] V (t)e−2ikπt dt. Nous avons supposé que V̂ (0) = 1.

Théorème 4.11 (Non dégénérescence). — Les propriétés suivantes sont
équivalentes :

(i) P(‖Qλ > 0‖) > 0 ;
(ii) (‖Qnλ‖)n≥1 est uniformément intégrable ;
(iii) Pour tout n ≥ 1, ‖Qnλ‖ = 1 presque sûrement ;
(iv) ‖Qλ‖ = 1 presque sûrement (Qλ est une mesure de probabilité) ;

(v) ∀ n ≥ 2 ∀ (j0, . . . , jn−1) ∈ Zn\{0, . . . , 0},
n−1∑
k=0

jkb
k = 0⇒

n−1∏
k=0

V̂ (jk) = 0.
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La condition nécessaire et suffisante de non dégénérescence est de type
algébrique. Elle force certains coefficients de Fourier V̂ (k) à s’annuler, et parmi
eux il y en a au moins un du type V̂ (kb) avec k 6= 0. Elle est moins restrictive
que la condition de dissociation que l’on impose pour construire les produits
de Riesz classiques. Enfin, elle montre que la non-dégénérescence est un com-
portement très singulier qui n’a lieu que pour les V d’un cône fermé d’intérieur
vide dans l’ensemble des fonctions mesurables positives et de moyenne 1.

Voici deux situations pour lesquelles il y a non dégénérescence :

a) Il existe p ≥ 0 tel que V̂ (k) = 0 pour tout k ∈ (Z \ bpZ) ∪ bp+1Z. C’est
en particulier le cas avec p = 0 si

b−1∑
k=0

V
( t+ k

b

)
= 1 pout tout t ∈ [0, 1],

puisque l’on a V̂ (k) = 0 pour tout multiple non nul de b.

b) V est un polynôme trigonométrique de la forme

V (t) = 1 +
∑
k∈K

αk cos(2πmkb
pkt) + βk sin(2πmkb

pkt)

où K est un ensemble fini, les αk et les βk sont tels que
∑

k∈K

√
α2
k + β2

k < 1
afin que V soit positive, les pk sont des entiers positifs et les mk des entiers
strictement positifs tous distincts tels que, pour tout (εk)k∈K ∈ {−1, 0, 1}K \
{(0, . . . , 0)}, b ne divise pas

∑
k∈K εkmk.

Si b = 5 et K = {1, 3}, le choix m1 = 1, m3 = 3 convient avec p1 et p3 des
entiers arbitraires.

Le lien avec les mesure de Gibbs aléatoires est le suivant. Lorsque la limite de
la martingale (Qnλ)n≥1 est dégénérée, il est naturel de normaliser la martingale
en considérant la suite de mesures

νn = Qnλ/‖Qnλ‖.

Le formalisme thermodynamique pour les transformations aléatoires développé
dans [147, 146], et plus particulièrement un théorème de type Ruelle-Perron-
Frobenius, permet d’établir la convergence faible presque sûre de νn vers une
mesure ν lorsque V est strictement positive et höldérienne. La mesure ν est
une mesure de Gibbs associée au potentiel aléatoire

ϕω(t) = log V (t+ ω0),
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où le système dynamique aléatoire est l’ensemble Ω × [0, 1] muni de la trans-
formation

((ωn)n≥0, t) 7→ ((bωn+1 mod 1)n≥0, bt mod 1).

On peut également opérer la normalisation en cas de non dégénérescence, mais
le théorème 4.11 indique que les cas de non dégénérescence cöıncident avec les
cas où la normalisation est neutre, puisque ‖Qnλ‖ = 1, on a donc ν = Qλ.
Le théorème 4.11 donne l’ensemble des V pour lesquels on peut se passer du
théorème de Ruelle-Perron-Frobenius de [147]. Il faut avoir à l’esprit que si
l’on perturbe légèrement un cas de non dégénérescence V en Ṽ pour lequel
il y a dégénérescence, et si V est strictement positive et höldérienne, alors la
normalisation précédente “récupère” la situation, en fournissant une mesure
limite. Ceci est détaillé et illustré par des simulations dans la section 1 de [10].

Démonstration du théorème 4.11. Supposons l’assertion (v) vraie. Pour voir
qu’elle entrâıne les autres, il suffit d’établir (iii). Cette dernière propriété se
prouve en approchant en norme L1 la fonction V par une suite (Vp)p≥1 de
polynômes trigonométriques satisfaisant aussi (v). Cette suite s’obtient en
convolant V avec une approximation de l’identité constituée de polynômes
trigonométriques. Une fois (Vp)p≥1 construite, on vérifie que (iii) est vraie
automatiquement pour Vp, et on prouve facilement que pour chaque n ≥ 1,∏n
k=1 Vp

(
bk−1(t+ωk−1)

)
converge vers

∏n
k=1 V

(
bk−1(t+ωk−1)

)
dans L1 quand

p tend vers l’infini.

Supposons maintenant (i) vraie. La structure de la construction montre que
la mesure E(Qλ) considérée sur le tore est invariante par translation. C’est
donc un multiple de la mesure de Lebesgue. Comme l’opérateur E(Q) est une
projection et comme nous supposons Qλ non dégénérée, on a E(Qλ) = λ.
En particulier, la martingale ‖Qnλ‖ est uniformément intégrable. Il reste à
prouver (v) pour conclure. Supposons qu’il existe n0 ≥ 2 et (l0, . . . , ln0−1) ∈
Zn0 \ {0, . . . , 0} tels que

n0−1∑
k=0

lkb
k = 0 et

n0−1∏
k=0

V̂ (lk) 6= 0.

Pour n ≥ 1 posons Yn = ‖Qnλ‖ et prenons j0 = · · · = jn−1 = 0 et
(jn, . . . , jn+n0−1) = (l0, . . . , ln0−1). Alors

E
(

(Yn+n0 − Yn) exp
(
− 2iπ

n+n0−1∑
k=0

jkb
kωk
))

=
n0−1∏
k=0

V̂ (lk).
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Par conséquent, (Yn)n≥1 n’est pas de Cauchy dans L1, ce qui contredit l’uni-
forme intégrabilité de cette suite. �

4.5. Convergence presque sûre de séries lacunaires. — On utilise ici
une technique de T -martingale pour montrer la convergence presque par-
tout par rapport à un produit de Riesz d’une série lacunaire. C’est un cas
dans lequel une méthode probabiliste a bien réussi à résoudre un problème
déterministe.

Par commodité pour le lecteur, rappelons d’abord la définition d’un produit
de Riesz. Soit T = G un groupe abélien compact. Etant données une suite
dissociée Λ = (γn)n≥1 de caractères dans le groupe dual Γ de G et une suite
de nombres complexes a = (an)n≥1 tels que |an| ≤ 1, nous définissons une
mesure de probabilité sur G, appelée produit de Riesz, comme la limite faible
des produits partiels du produit infini.

(34) µa =
∞∏
n=1

(1 + Re anγn(t))

Le système {γn(t)− 1
2an)}n≥1 est orthogonal dans L2(µa). Cela nous amène

à étudier la convergence µ-presque partout de la série orthogonale
∞∑
n=1

αn

(
γn(t)− 1

2
an

)
.

Un exemple classique est le produit de Riesz sur T où la suite dissociée de
caractères est une suite {λn} lacunaire au sens de Hadamard, c’est-à-dire
λn+1 ≥ 3λn.

D’après un célèbre théorème de Men’shov-Rademacher,
∑
|αn|2 log2 n <∞

est une condition suffisante pour que la séries converge µa-presque partout.

Théorème 4.12 ([198, 71]). — Soit SN (t) la somme partielle d’ordre N de
la séries ci-dessus. Pour tout 1 < p <∞, on a l’inégalité maximale suivante∥∥∥∥max

N≥1
SN (t)

∥∥∥∥
Lp(µa)

≤ C p3/2

p− 1

√√√√ ∞∑
n=1

|αn|2.

Par conséquent, la série converge µa-presque partout si et seulement si∑
|αn|2 < +∞.

Démonstration. Pour tout ω = (ωn) ∈ GN, introduisons le produit de Riesz

(35) µa,ω =
∞∏
n=1

(1 + Re anγn(t+ ωn)).
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Posons νω = µ1,ω (an = 1 pour tout n). Considérons ensuite l’opérateur

Lωg(x) =
∫
G
g(x+ y)dνω(y).

C’est un opérateur linéaire positif de norme 1 envoyant Lp(µa?νω) dans Lp(µa).
Or

µa ? νω = µa/2,ω, Lωgn,ω(t) =
1
2
Sn(t)

où

gn,ω(t) =
n∑
k=1

αk

(
γk(t+ ωk)−

1
4
ak

)
.

La positivité de Lω implique∥∥∥∥max
n≥1

Sn(t)
∥∥∥∥p
Lp(µa)

≤ 2p
∫ (

sup
n
|gn,ω(t)|

)p
dµa/2,ω(t).

Maintenant rendons (ωn) aléatoire en supposant que (ωn) est une suite i.i.d.
dont la loi commune des ωn est la mesure de Haar λ sur G. Puis considérons
ensuite la suite de poids

Pn(t) = 1 +
1
2

Rean γn(t+ ωn).

Alors µa/2,ω = Qλ. Soit Q la mesure associée à Qλ, définie sur G× Ω. On a∥∥∥∥max
n≥1

Sn(t)
∥∥∥∥p
Lp(µa)

≤ 2pEQ
(

sup
n
|gn,ω(t)|

)p
.

Rappelons que les t+ ωn sont Q-indépendantes. On conclut en appliquant
l’inégalité de Doob puis l’inégalité de Khintchine. �

Dans [198] on a obtenu le résultat pour le groupe T avec p = 2 en utilisant
une méthode combinatoire.

5. Dimensions des mesures

L’étude du comportement local d’une mesure consiste à calculer les dimen-
sions et effectuer l’analyse multifractale de cette mesure. Dans cette section
nous nous concentrons sur les dimensions de mesures. Nous commençons par
rappeler les notions de mesures et dimension de Hausdorff d’un ensemble sur
un espace métrique. Nous établissons ensuite un résultat fondamental de la
théorie, le théorème de Frostman dans le cas des espaces euclidiens, dont la
géralisation au cas d’un espace polonais a été obtenue indépendamment par
Howroyd [121] et Kaufman [142]. Nous choisissons de présenter la méthode de
Kaufman, qui s’inspire de la décomposition de Kahane [133], décomposition
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d’une mesure suivant un noyau potentiel. Puis, nous introduisons et illus-
trons les notions de dimensions supérieure et inférieure d’une mesure au sens
de Hausdorff. Nous considérons en particulier le cas de certains produits de
Riesz, des mesures de Mandelbrot, et des mesures auto-similaires. Nous ne
traiterons pas des dimensions de packing d’une mesure et renvoyons le lecteur
à [215, 114].

5.1. Mesures et dimension de Hausdorff. — Nous présentons rapide-
ment les mesures et la dimension de Hausdorff sur un espace métrique.

5.1.1. Définitions. — Soit (X,d) un espace métrique. Si U est un sous-
ensemble de X, diamU en désigne le diamètre de U . Si E ⊂

⋃
i Ui et

diamUi ≤ δ, on dit que {Ui} est un δ-recouvrement de E.
Soit ϕ : R+ → R+ une fonction croissante continue en x = 0 et telle que

ϕ(0) = 0. Soit E un sous-ensemble arbitraire de X. Pour δ > 0, définissons

Hϕδ (E) = inf
∞∑
i=1

ϕ(diamUi)

où l’inf est pris sur tous les δ-recouvrement {Ui} de E, et

Hϕ(E) = lim
δ→0
Hϕδ (E).

Si ϕ(t) = tα pour un certain α > 0, Hϕ(E) s’appelle mesure de Hausdorff
α-dimensionnelle et on écrit Hϕ(E) = Hα(E). Nous définissons la dimension
de Hausdorff de E, notée dimH(E) ou simplement dimE, par

dimE = inf{α > 0 : Hα(E) =∞} = sup{α > 0 : Hα(E) = 0}.

Hϕ est une mesure extérieure : c’est une application µ(·) = Hϕ(·) : 2X →
[0,+∞] ayant les propriétés suivantes

(i) µ(∅) = 0 ;
(ii) µ(A) ≤ µ(B) si A ⊂ B ⊂ X ;

(iii) (σ-sous-additivité) Pour toute {An}n≥1 ⊂ 2X on a

µ(
∞⋃
n=1

An) ≤
∞∑
n=1

µ(An).

Comme conséquence, la dimension de Hausdorff a les propriétés suivantes :
(1) dim ∅ = 0.
(2) Si E ⊂ F , alors dimE ≤ dimF .
(3) Pour une suite {Ei} ⊂ 2X on a

dim(
⋃
Ei) = sup

i
dimEi.



MESURES ENGENDRÉES PAR MULTIPLICATIONS 51

Soit µ une mesure extérieure sur X. Un sous-ensemble M ⊂ X est dit
µ-mesurable si pour tout S ⊂ X on a

µ(S) = µ(S ∩M) + µ(S \M).

La famille Mµ ⊂ 2X constituée de tous les ensembles µ-mesurables est une
tribu et la restriction de µ àMµ est une mesure. Si tout ensemble borélien est
µ-mesurable , on dit que µ est une mesure de Borel. Une mesure extérieure de
Borel µ est dite Borel régulière (extérieurement) si pout tout A ⊂ X il existe
un borélien B ⊃ A tel que µ(B) = µ(A). La mesure de Hausdorff Hϕ est une
mesure de Borel régulière.

La preuve de ce fait peut se baser sur le critère suivant dû à Carathéodory :
pour qu’une mesure extérieure µ soit borélienne il suffit que

(36) µ(A ∪B) ≥ µ(A) + µ(B)

pour tous A ⊂ X,B ⊂ X tels que d(A,B) > 0, où d(A,B) est la distance
entre A et B.

La propriété de régularité interne de Hϕ est due à R. O. Davies ([51]) : Soit
(X, d) un expace métrique, complet et séparable (dit polonais). Soit ϕ : R+ →
R+ une fonction croissante telle que ϕ(0) = 0 et ϕ(2t) = O(ϕ(t)) lors t → 0.
Si A ⊂ X est un ensemble analytique tel que Hϕ(A) > 0, alors il existe un
compact K ⊂ A tel que Hϕ(K) > 0. La condition ϕ(2t) = O(ϕ(t)) peut être
supprimée si X est σ-compact.

Rappelons qu’un ensemble analytique dans un espace polonais X est par
définition l’image continue d’un espace polonais. Un tel ensemble peut être
construit à l’aide du schéma de Souslin : à toute suite finie d’entiers naturels
(n1, · · · , nk) on associe un ensemble fermé Fn1,··· ,nk de X. Alors⋃

(n1,n2,··· )∈N∞

∞⋂
k=1

Fn1,··· ,nk

est un ensemble analytique, et tout ensemble analytique dans X est de cette
forme. Voir [55].

La régularité interne de la mesure de Hausdorff implique que pour tout
ensemble analytique A ⊂ X on a

dimA = sup{dimK : K ⊂ X, compact}.

5.1.2. Théorème de Billingsley. — Le théorème de Billingsley fournit une
méthode pratique pour calculer la dimension de Hausdorff. Il s’agit d’une
version faible du théorème de Frostman qui sera prouvé plus tard. La preuve du
théorème de Billingsley utilise aussi le lemme de recouvrement de Vitali ([54]) :
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soit X un espace métrique compact et S un sous-ensemble de X. Supposons
que F est une famille de sous-ensembles fermés de X tels que pour tout s ∈ S
il existe un élément F ∈ F contenant s de diamètre δ(F ) arbitrairement petit.
Alors il existe une sous-famille dénombrable {Fn} ⊂ F d’ensembles disjoints
tels que

S ⊂
∞⋃
n=1

F 3δ
n

où F ε désigne le ε-voisinage de F défini par {x ∈ X : d(x, F ) ≤ ε}.
Le lemme de Vitali et le théorème de Davies nous permettent d’obtenir le

théorème de Billingsley suivant.

Théorème 5.1 (voir [170]). — Soit X un métrique polonais ou σ-compact.
Soit E ⊂ X un ensemble borélien. Alors

(a) dimE ≥ α s’il existe une mesure µ ∈M+(X) telle que µ(E) > 0 et

lim inf
r→∞

logµ(B(x, r))
log r

≥ α, ∀x ∈ E.

(b) dimE ≤ α s’il existe une mesure non-nulle µ ∈M+(X) telle que

lim inf
r→∞

logµ(B(x, r))
log r

≤ α, ∀x ∈ E.

5.2. Théorie du potentiel et décomposition de Kahane. —

5.2.1. Potentiel et capacité. — La dimension de Hausdorff peut être calculée
autrement en utilisant la théorie du potentiel. Pour les espaces euclidiens,
c’est le théorème de Frostman. La généralisation aux espaces polonais est
due à Howroyd et Kaufman. Nous présentons d’abord la décomposition de
Kahane d’une mesure selon un noyau potentiel, qui est le point de départ de
la méthode de Kaufman. Une autre clef de la méthode de Kaufman est un
théorème de min-max, qui est fortement lié au célèbre théorème du min-max
de von Neumann.

L’ensemble des mesures de Radon positives (i.e., finies sur les compacts)
bornées définies sur (X,d) est notéM+(X) etM+

1 (X) désigne l’ensemble des
mesures de probabilité. Soit µ ∈M+(X). Le potentiel d’ordre α (0 < α <∞)
de µ est défini par

Uµα (x) =
∫
X

dµ(y)
(d(x, y))α

(x ∈ X).
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et son énergie d’ordre α par

Iµα =
∫
X
Uµα (x)dµ(x) =

∫
X

∫
X

dµ(x)dµ(y)
(d(x, y))α

.

Si K une partie compacte de X, sa capacité d’ordre α de K est définie par

CapαK =

(
inf

µ∈M+
1 (K)

Iµα

)−1

.

En général, la capacité d’ordre α d’un borélien E se définit comme

CapαE = sup{CapαK : K compact contenu dans E}.

5.2.2. Décomposition de Kahane. — Une mesure µ ∈ M+(X) est dite α-
régulière si µ s’écrit comme µ = Σ∞n=1µn (série convergente pour la norme de
variation totale) où chaque µn est d’α-énergie finie. Une mesure µ est dite α-
singulière si elle est portée par un borélien d’α-capacité nulle. Nous désignons
par Rα (resp. Sα) l’ensemble de mesures α-régulières (resp. α-singulières).
Voici la décomposition de Kahane.

Théorème 5.2 ([133]). — Toute mesure à support compact µ ∈M+(X) se
décompose d’une façon unique sous la forme µ = µr+µs, où µr est α-régulière
et et µs α-singulière.

Démonstration. Remarquons tout d’abord que pour toute mesure µ de support
Sµ on a

sup
z∈X

Uµα (z) ≤ 2α sup
x∈Sµ

Uµα (x).

(ce fait est un principe du maximum). En effet, soit z ∈ X \ Sµ. Il existe un
point x ∈ Sµ tel que d(z, x) = d(z, Sµ) > 0. Alors

d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y) ≤ 2d(z, y) (∀y ∈ Sµ),

d’où

Uµα (z) =
∫
Sµ

dµ(y)
d(z, y)α

≤ 2α
∫
Sµ

dµ(y)
d(x, y)α

.

Unicité. Supposons que µ = µr +µs = µ′r +µ′s et µ′s−µs 6= 0. Alors il existe
un compact K tel que Capα(K) = 0 et (µ′s − µs)(K) 6= 0. Par conséquent, ou
bien µr(K) 6= 0 ou bien µ′r(K) 6= 0. Disons µr(K) > 0. Comme µr est une
somme de mesures de α-énergie finie, on en déduit Capα(K) > 0.

Existence. Introduisons

S = S(µ, α) = {x ∈ X : Uµα (x) =∞}.
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On peut choisir µs = µ1S et µr = µ1Sc . En effet, µr est α-régulière car

µr =
∞∑
n=1

µ1An , An = {x ∈ Sc : n− 1 ≤ Uµα (x) < n}.

Pour montrer que µs est α-singulière, il nous suffit de montrer que Capα(S) =
0. Sinon, il existe un compact F ⊂ S tel que Capα(F ) > 0. Autrement dit il
existe une mesure τ ∈ M+(F ) telle que 0 < Iτα < ∞. Prenons un compact
F0 ⊂ F tel que τ(F0) > 0 et supx∈F0

U τα(x) < ∞, et considérons la mesure
τ0 = τ1F0 . En vertu du principe du maximum, nous avons

sup
x∈X

U τ0α (x) <∞.

Alors

∞ =
∫
Uµα (x)dτ0(x) =

∫
U τ0α (x)dµ(x) ≤ sup

x∈X
U τ0α (x) <∞.

�
Dans la preuve on a vu que l’ensemble de singularité S(µ, α) est d’α-capacité

nulle. Kaufman a observé que dimS(µ, α) ≤ α, ce que montre le résultat
suivant.

Théorème 5.3. — Pour tout ε > 0, on a Hα+ε(S(µ, α)) = 0.

Démonstration. On commence par les estimations suivantes : pour une mesure
de probabilité µ on a

sup
r>0

µ(B(x, r))
rα

≤ Uµα (x) ≤ 2α+ε

2ε − 1
sup
r>0

µ(B(x, r))
rα+ε

+ 1

On peut supposer que µ({x}) = 0 pour tout x ∈ X. La première inégalité se
déduit immédiatement de

Uµα (x) ≥
∫
B(x,r)

dµ(y)
d(x, y)α

≥ µ(B(x, r)
rα

.

Montrons la seconde en intégrant sur des anneaux. D’abord on a

Uµα (x) ≤ 1 +
∞∑
n=0

∫
{2−(n+1)<d(x,y)≤2−n}

dµ(y)
d(x, y)α

.

Le terme général dans la somme est majoré par 2(n+1)αµ(B(x, 2−n). Alors la
somme est majorée par

2α sup
r>0

µ(B(x, r))
rα+ε

∞∑
n=0

2−nε,

ce qui donne la majoration.
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Prenons ∆ > 0 qui tendra vers l’infini. Supposons x ∈ S(µ, α). D’après les
estimations précédentes, il existe une suite rn = rn(x) tendant vers 0 telle que

µ(B(x, rn)) ≥ ∆rα+ε
n .

Alors, d’après le lemma de Vitali, pour tout δ > 0, on peut extraire des boules
vérifiant l’inégalité ci-dessus une suite de boules disjointes B(xk, rnk) telles
que 3rnk ≤ δ et

S(µ, α) ⊂
⋃
k

B(xk, 3rnk).

D’autre part ∑
k

(3rnk)α+ε ≤ 3α+ε

∆

∑
k

µ(B(xk, rnk) ≤ 3α+ε

∆
.

On en déduit que Hα+ε(S(µ, α)) ≤ 3α+ε

∆ , qui tend vers zero lorsque ∆→∞.
�

5.3. Min-max. —

5.3.1. Théorème de Min-Max. —

Théorème 5.4 ([142]). — Soit F un espace compact et K un ensemble de
fonctions semi-continues inférieurement définies sur F . Supposons que

a = sup
f∈K

inf
x∈F

f(x) <∞.

Alors il existe une mesure de probabilité borélienne µ sur F telle que

sup
f∈K

∫
fdµ ≤ a.

Démonstration. Supposons pour l’instant que les fonctions dans K sont toutes
continues. On peut supposer sans perte de généralité que a = 0 et que K
contients l’ensemble C−(F ) des fonctions continues négatives. Sinon, on peut
remplacer K par l’enveloppe convexe de (K − a) ∪ C−(F ).

Il est clair que {1} ∩ K = ∅. Par le théorème de séparation de Banach-
Steinhauss, il existe une mesure non-nulle µ qui sépare {1} et K. Alors

µ(f) ≤ µ(1) (∀f ∈ K).

On constate que µ est positive, car pour toute g ∈ C−(F ) ⊂ K et tout nombre
positif Λ on a

µ(g) =
µ(Λg)

Λ
≤ µ(1)

Λ
→ 0 (Λ→∞).
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Le même argument montre aussi que µ(f) ≤ 0 pour tout f ∈ K. Pour obtenir
une mesure de probabilité, il suffit de normaliser µ.

Revenons au cas où K contient des fonctions semi-continues inférieurement.
A la place de K, on considère

K̃ = {h ∈ C(F ) : il existe f ∈ K telle que h ≤ f}.

En appliquant ce que l’on a démontré à K̃ on obtient une mesure de probabilité
µ telle que

µ(h) ≤ a (∀h ∈ K̃).

Soit f ∈ K. Il existe une suite hn ∈ K̃ telles que hn ↑ f . Alors

µ(f) = lim
n→∞

µ(hn) ≤ a.

�

5.3.2. Théorème de min-max pour l’énergie mutuelle. — Considérons
l’énergie mutuelle

I(µ, ν) =
∫ ∫

dµ(x)dν(y)
d(x, y)α

.

Le théorème min-max suivant est une conséquence du théorème précédent.

Théorème 5.5. — Soit X un espace métrique compact. On a

sup
µ∈M+

1 (X)

min
ν∈M+

1 (X)
I(µ, ν) = min

ν∈M+
1 (X)

sup
µ∈M+

1 (X)

I(µ, ν).

Démonstration. Il est évident que

sup
µ∈M+

1 (X)

inf
ν∈M+

1 (X)
I(µ, ν) ≤ inf

ν∈M+
1 (X)

sup
µ∈M+

1 (X)

I(µ, ν).

Pour montrer l’inégalité inverse, on remarque d’abord que

sup
µ∈M+

1 (X)

inf
y∈X

Uµ(y) = sup
µ∈M+

1 (X)

inf
ν∈M+

1 (X)
I(µ, ν)

inf
µ∈M+

1 (X)
sup
x∈X

Uµ(x) = inf
ν∈M+

1 (X)
sup

µ∈M+
1 (X)

I(µ, ν)

Pour voir ces égalités, il suffit d’observer les relations

Uµ(y) = I(µ, δy),

inf
y∈X

Uµ(y) ≤ I(µ, ν) ≤ sup
x∈X

Uµ(x).

Il nous reste donc à démontrer

inf
ν∈M+

1 (X)
sup
x∈X

Uµ(x) ≤ sup
µ∈M+

1 (X)

inf
y∈X

Uµ(y).
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Cela se fait en appliquant le théorème 5.4 à

K = {Uµ : µ ∈M+
1 (X)}.

Pour µ fixée, I(µ, ·) est semi-continue inférieurement et il en est de même de
supµ∈M+

1 (X) I(µ, ·). C’est pourquoi les deux minima sont atteints. �

5.4. Théorème de Frostman. —

5.4.1. Lemme de Kaufman. —

Théorème 5.6 (Lemme de Kaufman). — Soit K un compact dans X. Si
Hα(K) > 0, alors pour tout ε > 0 il existe une mesure borélienne strictement
positive et finie concentrée sur K telle que

µ(B(x, r)) ≤ rα−ε

pour tout x ∈ K et tout r > 0.

Remarque 5.1. — Dans le cas où X est un espace euclidien, on peut même
construire µ de sorte que µ(B(x, r)) ≤ rα pour tout x ∈ K et tout r > 0. C’est
le théorème de Frostman ([170], Theorem 8.8).

Démonstration. On peut supposer que K = X et que X est compact. Comme
Hα(K) > 0, on a K 6= S(µ, α− ε) pour toute µ ∈M+

1 (K). Autrement dit,

(37) inf
x∈K

Uµα−ε(x) <∞ (∀µ ∈M+
1 (K)).

Nous constatons que

sup
µ∈M+

1 (K)

inf
x∈K

Uµα−ε(x) <∞.

Sinon, il existerait une suite {µn} ∈ M+
1 (K) telle que

inf
x∈K

Uµnα−ε(x) ≥ 2n.

Pour ν =
∑∞

n=1 2−nµn, on aurait

Uνα−ε(x) =
∞∑
n=1

Uµnα−ε(x) ≥
∞∑
n=1

1 =∞,

ce qui contredit (37).
Selon le théorème 5.5, il existe une mesure de probabilité σ tel que Uσα−ε(x) ≤

a pour tout x ∈ K, d’où le résultat. �
La dimension de capacité d’un ensemble E ⊂ X est définie par

dimC E = inf{α > 0 : Capα(E) = 0} = sup{α > 0 : Capα(E) > 0}.
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5.4.2. Théorème de Frostman. —

Théorème 5.7 (Kaufman-Frostman). — Soit (X, d) un espace polonais.
Pour tout ensemble analytique E ⊂ X on a

dimC E = dimH E.

Démonstration. L’inégalité dimC E ≤ dimH E est facile. Montrons l’inégalité
inverse. Posons α = dimH E. Il suffit de montrer que Capα−εE > 0 pour
0 < ε < α.

Comme Hα−ε/3(E) > 0, d’après le théorème de Davies, il existe un
compact K ⊂ E tel que Hα−ε/3(K) > 0. Alors le lemme de Kaufman
(Theorem 5.6) affirme qu’il existe une mesure de probabilité µ ∈ M+

1 (K)
telle que µ(B(x, r)) ≤ Crα−

2ε
3 , ce qui implique supx∈K U

µ
α−ε(x) < ∞. Donc

Capα−ε(E) ≥ Capα−ε(K) > 0. �

5.5. Dimensions supérieure et inférieure d’une mesure. —

5.5.1. Dimensions d’une mesure. — Soit µ ∈M+(X) une mesure finie. Nous
définissons ses dimension supérieure et dimension inférieure respectivement
par

dim∗ µ = inf{dimF : µ(F ) = µ(X)}
dim∗ µ = inf{dimF : µ(F ) > 0}.

Il est clair que dim∗ µ ≤ dim∗ µ. La dimension supérieure apparaissait dans
[226]. Les dimensions supérieure et inférieure introduites dans [67] sont ins-
pirées par [133], et par [196] dans lequel ces deux dimensions sont étudiées
pour les produits de Riesz.

Afin de calculer les dimensions dim∗ µ et dim∗ µ d’une mesure µ, il est
naturel d’introduire la dimension locale inférieure de µ au point x, qui est
définie par

(38) D(µ, x) = lim inf
r→0

logµ(B(x, r))
log r

.

En effet, on a les résultats suivants :

Théorème 5.8 ([68]). — Pour toute mesure µ ∈M+(X) on a

dim∗ µ ≥ α ⇐⇒ D(µ, x) ≥ α µ−p.p.(39)

dim∗ µ ≤ α ⇐⇒ D(µ, x) ≤ α µ−p.p..(40)
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En d’autres termes, on a les formules

dim∗ µ = sup{α ≥ 0 : D(µ, x) ≥ α µ−p.p.}(41)

dim∗ µ = inf{α ≥ 0 : D(µ, x) ≤ α µ−p.p.}.(42)

Théorème 5.9 ([68]). — Quel que soit µ ∈ M+(X), les assertions sui-
vantes sont équivalentes :

a) dim∗ µ = dim∗ µ = α ;
b) µ� Hβ si β < α, et µ⊥Hβ si β > α;
c) µ est portée par un borélien de dimension α, alors que la mesure de

tout borélien de dimension strictement plus petite que α est nulle.

Si dim∗ µ = dim∗ µ = α, on dit que µ est unidimensionnelle ou α-
dimensionnelle si l’on veut être plus précis.

Dans [68, 72], les deux théorèmes précédents ont été énoncés et démontrés
sur les espaces homogènes sur lesquels, d’après un théorème de Assouad [3],
le théorème de Frostman est valable. Voir [215, 114] pour les résultats si-
milaires concernant les dimensions supérieure et inférieure au sens de pa-
cking, qui peuvent être décrites à l’aide de la dimension locale supérieure
lim supr→0

logµ(B(x,r))
log r .

On dit qu’une mesure µ ∈M+(X) est exactement dimensionnelle s’il existe
D tel que limr→0

log µ(B(x,r))
log r = D µ-presque partout.

5.5.2. Exemples de mesures ergodiques et de leurs dimensions. — Soit X un
espace métrique. On dit qu’une transformation T : X → X préserve la dimen-
sion de Hausdorff si dimT−1E = dimE pour tout borélien E.

Théorème 5.10. — Supposons que T préserve la dimension de Hausdorff et
que µ est une mesure T -invariante et ergodique. Alors µ est unidimensionnelle.

Démonstration. Soit α = dim∗ µ. Nous allons montrer que dim∗ µ = α. Pour
tout n ≥ 1, il existe un borélien En tel que dimEn < α + 1

n mais µ(En) > 0.
Soit Fn =

⋃∞
k=1 T

−kEn. Comme µ est ergodique, on a µ(Fn) = 1. Grâce à
la σ-stabilité de la dimension de Hausdorff et à l’hypothèse que T préserve la
dimension, on a

dimFn = sup
n

dimT−nEn = dimEn < α+
1
n
.

Prenons F =
⋂
n≥1 Fn qui est de mesure pleine. On a dimµ ≤ dimF ≤ α �
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Il y a d’autres notions d’ergodicité qui impliquent aussi l’unidimensionalité.
G. Brown et W. Moran [39] ont défini la D-ergodicité et B. Host et F. Par-
reau [120] la pureté qui la généralise. Ces deux notions sont définies pour les
mesures sur un groupe métrisable, localement compact et abélien G.

Soit D un sous-groupe d’un groupe abélien localement compact G et µ
une mesure de probabilité borélienne sur G. On dit que µ est D-ergodique si
µ(A) = 0 or 1 pour tout borélien A ⊂ G qui est D-invariant (i.e. A + d = A

pour tout d ∈ D). Ce qui revient à dire que pour tous boréliens E et E′ tels
que µ(E) > 0 et µ(E′) > 0, il existe un d ∈ D tel que µ((E − d)

⋂
E′) > 0. Si,

pour tous boréliens E et E′ tels que µ(E) > 0 et µ(E′) > 0, il existe un x ∈ G
(c’est G mais non D) tel que µ((E − x)

⋂
E′) > 0, on dit que µ est pure. Une

définition équivalente de la pureté est la suivante : si µ(E) > 0, alors µ est
portée par une union dénombrable des translatées de E.

On démontre de même le résultat suivant.

Théorème 5.11 ([73]). — Toute mesure pure définie sur un groupe
métrique, localement compact et abélien est unidimensionnelle.

Voyons quelques exemples.
Considérons d’abord les produits de Riesz

µ =
∞∏
n=1

(1 + rn cos(2πm1m2 · · ·mnt+ ϕn)) (t ∈ T = T/Z)

où −1 ≤ rn ≤ 1, 0 ≤ ϕn < 2π, mn ≥ 3. Il est connu ([39]) que µ est
D-ergodique, où D est le sous-groupe de T engendré par {m−1

1 m−1
2 · · ·m−1

n :
n ≥ 1}. Donc, µ est unidimensionnelle. Pour l’estimation de la dimensions de
µ, voir [196]. En général, on n’a pas de formule explicite pour dimµ. Mais
il y a des formules explicites dans certains cas particuliers. Par exemple, si
rn ≡ r, mn ≡ m et ϕn ≡ ϕ, on a

dimµ = 1− 1
logm

∫ 1

0
log(1 + r cos(2πt+ ϕ))dµ.

Soit G un groupe métrique, localement compact et abélien. Soit µn (n ≥ 1)
une suite de mesures de probabilité discrètes sur G. Supposons que la convo-
lution infinie

(43) µ = µ1 ? µ2 ? · · · ? µn ? · · ·

converge faiblement vers une mesure µ. Il est connu ([39]) que µ est D-
ergodique, où D est le sous-groupe engendré par les supports des µn (n ≥ 1).
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Par conséquent, µ est unidimensionnelle. Sur R, on obtient des mesures de
convolutions de Bernoulli en prenant

µn =
1
2

(δ(0) + δ(rn)), où rn > 0,
∞∑
n=1

rn <∞.

Le cas particulier où rn = r−n (0 < r < 1) a été intensivement étudié. Si la
suite (rn) est fortement décroissante et régulière au sens suivant

∞∑
j=n+1

rj < rn, lim
n→∞

log rn
log rn+1

= 1,

alors µ est portée par un Cantor et

dimµ = lim inf
n→∞

−n log 2
log rn

.

Voir aussi [49] pour la relation entre l’unidimensionalité et l’ergodicité.

Si l’on travaille sur Σ+
m, alors le théorème 5.10 prend la forme plus forte sui-

vante, et vaut en particulier pour les mesures quasi-Bernoulli ergodiques (voir
aussi le corollaire 3.1) pour lesquelles il sera complété dans la section 5.5.4 :

Théorème 5.12. — (Shannon-McMillan-Breiman) Si µ est une mesure
invariante sur (Σ+

m, σ), alors la limite

lim
n→∞

log(µ([x|n]))
−n

= h(x)

existe pour µ-presque tout x. Si de plus µ est ergodique, alors h(x) est presque
sûrement égale à une constante h, et si Σ+

m est muni de la métrique standard
on a donc dim∗ µ = dim∗ µ = h/ log(m), et µ est exactement dimensionnelle.

Rappelons que l’entropie de la mesure invariante µ est égale à

hµ =
∫
h(x)dµ(x).

L’application µ 7→ hµ est affine et semi-continue supérieurement sur l’ensemble
des mesures de probabilités invariantes. De plus, cette fonction des mesures
invariantes est liée par une transformée de Legendre à la pression topologique
définie sur C(Σ+

m) dans la section 3.3 : pour toute fonction φ ∈ C(Σ+
m), on a

(44) P (φ) = sup
{∫

φ dµ+ hµ : µ invariante
}
.

De plus il existe toujours une mesure µ qui réalise ce supremum puisque
l’entropie est semi-continue supérieurement. Une telle mesure s’appelle état
d’équilibre de φ. L’égalité (44) s’appelle principe variationnel. On se reportera
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à [38], [206], [222] ou [227] pour plus d’informations sur la notion d’entropie
d’une mesure invariante et ce principe variationnel.

Le théorème de Shannon-McMillan-Breiman montre que si µ est in-
variante mais non ergodique, en général elle ne peut pas être unidimen-
sionnelle. En voici une illustration. Soit µ la mesure obtenue comme
moyenne de deux mesures quasi-Bernoulli ergodiques distinctes µ1 et µ2

sur Σ+
m. D’après le théorème ergodique sous-additif de Kingman, pour

(i, j) ∈ {(1, 2), (2, 1)}, hµi/µj = limn→∞
logµi([x|n])

−n existe µj-presque partout.
Comme µ1 et µ2 sont mutuellement singulières, on voit qu’avec µ probabilité
1/2, on a limn→∞

log µ([x|n])

−n = min(hµ1 , hµ2/µ1
) et avec µ probabilité 1/2,

limn→∞
log µ([x|n])

−n = min(hµ2 , hµ1/µ2
). En général, ces valeurs sont distinctes.

Si µ est ergodique, le théorème de Shannon-McMillan-Breiman montre que
la dimension de µ est égale à son entropie, à l’exposant de Lyapounov mul-
tiplicatif près 1/ log(m). C’est là l’exemple le plus simple d’un résultat plus
généralement vrai pour certains systèmes dynamiques hyperboliques (voir par
exemple [226, 191]).

5.5.3. Dimension des cascades multiplicatives de Mandelbrot sur Σ+
m. — Re-

venons sur les cascades multiplicatives de Mandelbrot. Nous notons µ la me-
sure Qλm construite au paragraphe 4.3.1 sous l’hypothèse ϕ′(1−) > 0 et sup-
posons qu’il existe p > 1 tel que ϕ(p) > −∞. Le théorème 4.9 assure alors
qu’il existe ε > 0 tel que E(Y 1+ε) <∞.

Théorème 5.13 ([138], théorème 4). — Supposons ϕ(p) > −∞ pour un
certain p > 1. Avec probabilité 1, pour µ-presque tout x on a

lim
n→∞

logm(µ([x|n]))
−n

= ϕ′(1).

Par conséquent, dim∗ µ = dim∗ µ = ϕ′(1), et µ est exactement dimensionnelle.

Démonstration. Ceci se prouve de la façon suivante. D’abord, grâce à (31), on
décompose log(µ([x|n])) sous la forme

log(µ([x|n])) = logQ(x|n) + log Y (x|n).

Puis on utilise la mesure Q introduite dans la section 4.2 ainsi que (28) pour
avoir que presque sûrement, µ-presque partout, on a

lim
n→∞

logmQ([x|n])
−n

= ϕ′(1).
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Ensuite, on observe que pour γ > 0, on a

Q(log Y (x|n) > nγ) =
∑
w∈Σn

E(1{log Y (w)≥nε}µ([w]))

= b−n
∑
w∈Σn

E(Q(w)) E(1{log Y (w))>nγ}Y (w))

= E(1{log Y >nγ}Y ).

De même,
Q(log Y (x|n) < −nγ) = E(1{log Y <−nγ}Y ).

Par conséquent, on a∑
n≥1

Q(| log Y (x|n)| > nγ) ≤ γ−1 E(Y | log Y |) <∞,

et on conclut grâce au lemme de Borel-Cantelli. �

On peut se passer de l’hypothèse qu’il existe un p > 1 tel que ϕ(p) > −∞
pour conclure que dim∗ µ = dim∗ µ = ϕ′(1−). Un résultat similaire existe pour
Qσ où σ est une mesure de Markov ( [78]). La méthode de preuve est d’utiliser
le principle de décomposition (théorème 4.6) et la caractéristion de l’image et
du noyau de l’opérateur EQ dans le cas de la percolation sur un arbre ; c’est
le sujet qui sera discuté dans la section 9.1 (voir théorème 9.4).

Nous avons vu à la fin de la section 5.5.2 qu’une mesure quasi-Bernoulli
possède une dimension locale presque partout par rapport à une autre. C’est
aussi le cas pour deux cascades de Mandelbrot construites simultanément.
On considère un couple (W,W ′) de variables aléatoires strictement positives
d’espérance 1et une suite (W (w))w∈Σ∗m de copies de (W,W ′) indépendantes.
On suppose que max(E(W logW ),E(W ′ logW ′)) < log(m). Alors on obtient
sur Σ+ les limites non dégénérées µW et µW ′ des cascades multiplicatives de
Mandelbrot associées respectivement à (W (w))w∈Σ∗m et (W ′(w))w∈Σ∗m , pour
lesquelles on a le résultat suivant. On désigne par YW et YW ′ les masses totales
respectives de µW et µW ′ .

Théorème 5.14 ([6], theorem 6). — Supposons que E(W ′| logW |) < ∞
et qu’il existe p > 1 tel que E(Y p

W ′) < ∞ et q < 0 tel que E(Y q
W ) < ∞. Avec

probabilité 1, pour µW ′-presque tout x on a

lim
n→∞

logm(µ([x|n]))
−n

= 1− E(W ′ logmW ).

La preuve est une adaptation de celle du théorème 5.13.
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5.5.4. Lien entre la dimension d’une mesure sur Σ+
m et son Lq-spectre. —

Soit µ est une mesure borélienne positive non nulle et finie sur Σ+
m. On définit

sur R+ la fonction concave et croissante, appelée parfois Lq-spectre :

τµ(q) = lim inf
n→∞

τµ,n(q), où τµ,n(q) = − 1
n

logm
∑
w∈Σnm

µ([w])q.

Cette fonction interviendra dans l’analyse multifractale de µ. Remarquons que
la concavité de τµ implique

τ ′µ(q+) ≤ τ ′µ(q−) ∀q ∈ R+.

On a le résultat suivant, qui compare dim∗ µ et dim∗ µ aux dérivées à gauche
et à droite de τµ en q = 1 (voir [177, 114] par exemple. Voir [72] pour les
mesures de Gibbs). Notons

D(µ, x) = lim inf
n→∞

log(µ([x|n]))
−n log m

, D(µ, x) = lim sup
n→∞

log(µ([x|n]))
−n log m

.

Théorème 5.15. — Pour µ-presque tout point x ∈ Σ+
m on a

τ ′µ(1+) ≤ D(µ, x) ≤ D(µ, x) ≤ τ ′µ(1−).

Autrement dit, τ ′µ(1+) ≤ dim∗ µ ≤ dim∗ µ ≤ τ ′µ(1−). Par conséquent, si τ ′µ(1)
existe, la mesure µ est unidimensionnelle au sens fort où

lim
n→∞

log(µ([x|n]))
−n log m

= τ ′µ(1)

µ-presque partout.

On a la réciproque suivante, dont les conditions sont satisfaites par les
mesures quasi-Bernoulli.

Théorème 5.16 ([114]). — Supposons qu’il existe une constante C > 0 telle
que

(45) µ([w · v]) ≤ Cµ([w])µ([v]), ∀ v, w ∈ Σ∗m.

Alors, pour tout ε > 0 les ensembles{
x ∈ supp(µ) : D(µ, x) ≤ τ ′µ(1+)+ ε

}
,
{
x ∈ supp(µ) : D(µ, x) ≥ τ ′µ(1−)− ε

}
sont de µ-mesure strictement positive. Par conséquent, si de plus la limite

lim
n→∞

log(µ([x|n]))
−n log m

existe et est égale à une constante µ-presque partout, alors

τ ′µ(1) existe.
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Remarque 5.2. — L’hypothèse (45) est essentielle. En effet, si la mesure µ
est continue, il est établit dans [115] (Theorem 4.1) qu’il existe une mesure ν
équivalente à µ telle que τν(q) = min(q − 1, 0) sur R+.

Démonstration du théorème 5.15. Pour ε > 0 et n ≥ 1 soit

En,ε =
{
x ∈ supp(µ) : µ([x|n]) > m−n(τ ′µ(1+)−ε)}.

Pour montrer que D(µ, x) ≥ τ ′(1+) µ-presque partout, par le lemme de Borel-
Cantelli, il nous suffit de montrer que

∑
n≥1 µ(En,ε) <∞.

En appliquant une inégalité de Markov on voit que pour tout η > 0 on a

µ(En,ε) ≤ mnη(τ ′µ(1+)−ε)
∫
µ([x|n])η dµ(x) = mnη(τ ′µ(1+)−ε)

∑
w∈Σnm

µ([w])1+η.

Or, pour tout η > 0 et pour n assez grand on a∑
w∈Σnm

µ([w])1+η ≤ mn(−τµ(1+η)+η2).

D’autre part, par définition de τ ′µ(1+), on a

−τµ(1 + η) ≤ −τµ(1)− ητ ′µ(1+) + o(η) = −ητ ′µ(1+) + o(η).

Donc, si η est choisi suffisamment petit, pour n assez grand on a

µ(En,ε) ≤ m−nη(ε−η+o(1)) ≤ m−nηε/2.

Ainsi,
∑

n≥1 µ(En,ε) < ∞. On procède de la même façon pour montrer que
D(µ, x) ≤ τ ′µ(1−) µ-presque partout. �

Démonstration du théorème 5.16. Posons

F+ =
{
x ∈ supp(µ) : D(µ, x) ≤ τ ′µ(1+) + ε

}
F− =

{
x ∈ supp(µ) : D(µ, x) ≥ τ ′µ(1−)− ε

}
.

Nous établissons seulement µ(F+) > 0. Le cas de F− se prouve de façon
similaire. On peut toujours normaliser µ pour qu’elle soit de probabilité.

Posons α0 = τ ′µ(1+) et α = τ ′µ(1+) + ε > α0 et définissons

Fn =
{
x ∈ supp(µ) :

log(µ([x|n]))
−n log m

≤ α
}
.

Comme F+ ⊃ lim supn→∞ Fn, pour que µ(F+) > 0 il nous suffit de mon-
trer lim supn→∞ µ(Fn) > 0, grâce au lemme de Fatou. Nous allons démontrer
lim infn→∞ µ(Fn) > 0, ce qui est un peu plus que ce qu’on veut.
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Remarquons tout d’abord que (45) entrâıne pour tout q > 0, la suite

un = Cq
∑
w∈Σnm

µ([w])q

est sous-multiplicative. Par conséquent, u1/n
n converge vers sa borne inférieure,

et l’on a pour tout n ≥ 1 :

(46)
∑
w∈Σnm

µ([w])q ≥ C−qm−nτµ(q).

La concavité de τµ impose que pour η > 0 on ait τµ(1 + η) ≤ ηα0. Donc (46)
implique

C−(1+η)m−nηα0 ≤
∑
w∈Σnm

µ([w])1+η

≤
∑

w∈Σnm,µ([w])<m−nα

µ([w])1+η +
∑

w∈Σnm,µ([w])≥m−nα
µ([w])1+η

≤ (1− µ(Fn))m−nηα + µ(Fn)1/2
( ∑
w∈Σnm

µ([w])1+2η
)1/2

.

Donc on a

C−(1+η)m−nηα0 ≤ (1− µ(Fn))m−nηα + µ(Fn)1/2,

puis

(47) m−δαµ(Fn)− µ(Fn)1/2 ≤ m−δα − C−2m−δα0 ,

avec δ = nη. Comme α > α0, si δ est fixé suffisamment grand et η égal à
δ/n, on en déduit que c = m−δα − C−2m−δα0 < 0 (indépendant de n). Soit
a = m−δα. Observons que les racines de l’équation quadratique at2−t = c sont
positives. Donc il résulte de (47) qu’il existe γ > 0 tel que pour tout n ≥ 1

µ(Fn) ≥ γ.

�

5.5.5. Dimension des mesures auto-similaires. — Nous utiliserons les nota-
tions et notions introduites dans la section 3.5.1, et considérons l’attracteur
auto-similaire K d’un IFS constitué de similitudes contractantes. Le calcul
explicite de la dimension de Hausdorff de l’attracteur K en fonction des pa-
ramètres du système S est un problème non résolu de façon générale, de même
que celui du calcul des dimensions de Hausdorff des mesures auto-similaire ν
définies sur K. Cela dit, on a le résultat récent et remarquable suivant, sans
hypothèse supplémentaire sur l’IFS S :
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Théorème 5.17. — [101] Soit µ une mesure ergodique sur (Σ+
N , σ). La me-

sure µ ◦ π−1
S obtenue en projetant naturellement µ sur K est exactement di-

mensionnelle.

De plus, on sait [62] que K possède toujours la propriété de régularité
d’avoir une dimension de Hausdorff égale à sa dimension de Minkowski-
Bouligand, définie dans la section 6.2.4 (cette propriété, comme le théorème 5.17,
est également valable si les fonctions de l’IFS sont des applications conformes).

Voici des situations dans lesquelles on sait calculer les dimensions.
Lorsque la condition (OSC) est satisfaite, la dimension de Hausdorff de K

est l’unique solution de l’équation

(48)
N−1∑
k=0

‖Sk‖d = 1

et la dimension de Hausdorff de ν est égale à∑N−1
k=0 pk log pk∑N−1

k=0 pk log ‖Sk‖

[122]. Nous allons donner une preuve de ces résultats.
La condition (OSC) n’est bien sûr pas toujours vérifiée. Elle peut être relaxée

en la condition de type fini introduite dans [179], que nous avons donné en
dimension 1 dans la section 3.5.2. Les dimensions s’obtiennent alors comme le
logarithme de la plus grande valeur propre d’une matrice positive déterminée
à partir de p et des éléments de S (voir [179] pour plus de détails).

Il existe aussi des résultats de type générique. Par exemple, si d = 1 et si l’on
écrit Sk = ρkx+ bk, alors pour presque tout choix de (bk)0≤k≤N−1 les dimen-
sions de Hausdorff de K et ν sont données par les mêmes formules que dans le
cas où la condition (OSC) est satisfaite [59]. Il y a aussi des résultats de type
générique en dimension supérieure, et dans le cas auto-affine [60, 213], mais
il ne couvrent pas les constructions les plus simples dans lesquelles la condi-
tion (OSC) est satisfaite, comme dans le cas où l’attracteur est une éponge de
Sierpinski [171, 144] auto-affine (voir aussi [110, 201]) ; ces ensembles frac-
tals ont de plus la propriété d’avoir des dimensions de Hausdorff et de bôıtes
distinctes en général (voir les sections 7.4 et 7.5.3).

Calcul de la dimension de Hausdorff des mesures autosimilaires sous la
condition (OSC).

Equipons Σ+
N de la distance ultrametrique d(t, t′) =

∏|t∧t′|
k=1 ‖Sik‖, où t∧t′ est

le plus grand préfixe commun de t et t′, et on l’a écrit i1 · · · i|t∧t′|. Si µp désigne
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la mesure de Bernoulli associé au vecteur de probabilité p = (p0, . . . , pN−1),
on voit aisément en appliquant la loi des grands nombres à log µp([t|n]) et
log(diam[t|n]) par rapport à µp que µp est exactement dimensionnelle, de di-
mension Dµp = (

∑N−1
k=0 pk log pk)/(

∑N−1
k=0 pk log ‖Sk‖). Nous allons en déduire

que pour νp-presque tout x nous avons limr→0+
log νp(B(x,r))

log(r) = Dµp , et donc
νp est exactement dimensionnelle.

Pour tout x ∈ K et r ∈ (0, 1) soit

S(x, r) =
{
u ∈ Σ∗N : ‖Su‖ < r ≤ ‖Su||u|−1

‖ et Su(K) ∩B(x, r) 6= ∅
}
.

La condition (OSC) impose que ` = supx∈K,0<r<1 #S(x, r) < ∞. Cela im-
plique que π−1

S (B(x, r)) est recouvert par un nombre uniformément borné par
rapport à x ∈ K et r ∈ (0, 1) de boules de (Σ+

N , d) de rayon comparable à r.
On en déduit aisément que πS, qui est lipschitzienne, préserve la dimension de
Hausdorff.

Soit E un ensemble de µp-mesure pleine tel que limn→∞
log µp([t|n])

log(diam[t|n]) = Dp

pour tout t ∈ E. Alors, on déduit de ce qui précède que pour tout F ⊂ πS(E)
tel que νp(F ) > 0 on a dimF = πS(E) = dimE = Dµp et pour tout x ∈ πS(E)
on a lim infr→0+

log νp(B(x,r))
log(r) ≤ lim supr→0+

log νp(B(x,r))
log(r) ≤ Dµ.

Pour α ≥ 0 posons

Fνp(α) =
{
x ∈ K : lim inf

r→0

log νp(B(x, r))
log(r)

≤ α
}
.

Nous allons maintenant utiliser des résultats d’analyse multifractale. Il découle
de la proposition 6.1 et de la preuve de la proposition 6.2 que l’on a pour tout
α ∈ [0, τ ′νp(0+)] on a dimFνp(α) ≤ τ∗νp(α) (voir aussi la remarque 6.3 pour les
notations). Supposons prouvé le fait que le Lq-spectre de νp est tel que pour
q ≥ 0 on a τνp(q) ≥ τ(q) où τ(q) est l’unique solution de l’équation

N−1∑
k=0

pqk‖Sk‖
−τ = 1.

On a Dµ = τ ′(1) et donc τ∗(Dµ) = Dµ. De plus, comme τ(1) = τνp(1)(= 0),
on a τ ′νp(1) = τ ′(1), et τ∗νp(α) ≤ τ∗(α) < τ∗(Dµ) = Dµ pour tout α < Dµ.
Supposons qu’il existe α < Dµ tel que νp(Fνp(α) ∩ πS(E)) > 0. Alors, on
aboutit à la contradiction Dµ ≤ dimFνp(α) ≤ τ∗νp(α). Donc, pour νp-presque

tout x ∈ πS(E), c’est à dire νp-presque partout, on a limr→0+
log νp(B(x,r))

log(r) =
Dµ.

Vérifions que τνp(q) ≤ τ(q) pour q ≥ 0. Soit r > 0 et (B(xj , rj))j un packing
de K par des boules centrées sur K et de rayons r/2 < rj ≤ r. Chaque
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B(xj , rj) est recouverte par au plus ` ensembles de la forme Su(K) = πS([u])
avec u ∈ S(xj , rj). Donc νp(B(xj , rj)) ≤

∑
u∈S(xj ,rj)

µp([u]) et on a pour q ≥ 0

νp(B(xj , rj))q ≤ `q
∑

u∈S(xj ,rj)

µp([u])q ≤ `q+1
∑

u∈S(xj ,r)

µp([u])q.

Comme les boules B(xj , rj) sont disjointes et r/2 < rj ≤ r, il existe c1 ∈ N+

ne dépendant que de S et de d telle que pour chaque u dans le terme de droite
Su(K) rencontre au plus c1 de ces boules. Par conséquent,∑

j

νp(B(xj , rj))q ≤ c1`
q+1

∑
u∈Σ∗N :‖Su‖<r≤‖Su||u|−1

µp([u])q,

et pour t ∈ R, il existe c2 ne dépend que de S et de t telle que∑
j

νp(B(xj , rj))qrtj ≤ c1c2`
q+1

∑
u∈Σ∗N :‖Su‖<r≤‖Su||u|−1

µp([u])q‖Su‖t

≤ c1c2`
q+1

nr∑
n=1

∑
u∈ΣnN

µp([u])q‖Su‖t

= c1c2`
q+1

nr∑
n=1

(N−1∑
k=0

pqk‖Sk‖
t
)n
,

où nr = log(r)/max0≤k≤N−1 log ‖Sk‖. Donc, si t > −τ(q), avec les nota-
tions de la section 6.2.4 on a sup0<r<1 P

∗q,t
log νp,r

(K) < ∞. Par conséquent,
∆log νp,q(K) ≤ t. Ainsi, ∆log νp,q(K) ≤ −τ(q), donc τνp(q) = −∆log νp,q(K) ≥
τ(q).

Calcul de la dimension de Hausdorff de K sous la condition (OSC). Il
résulte des définitions de la dimension de Minkowski-Bouligand et de la fonc-
tion τνp (sections 6.2.4 et 6.3) que la dimension de Hausdorff de K, le support
de νp, est inférieure ou égale à −τνp(0), donc à −τ(0), qui n’est autre que
le nombre d défini dans (48). Soit maintenant pS le vecteur de probabilité
(‖S0‖d, . . . , ‖SN−1‖d). D’après le calcul fait au paragraphe précédent, la di-
mension de la mesure νpS est d, donc dimK ≥ d.

6. Analyse multifractale

6.1. Introduction. —
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6.1.1. Un paradigme de la multifractalité. — Soit une mesure de probabilité µ
dont le support est [0, 1]. On note In,j , pour 0 ≤ j < 2n, les sous-intervalles
dyadiques (semi-ouverts à droite) de [0, 1] de longueurs 2−n. Celui d’entre eux
qui contient x est noté In(x). On pose,

τ(q) = lim inf
n→∞

− 1
n

log2

2n−1∑
j=0

µ(In,j)q

et

Eα =

{
x ∈ [0, 1[| lim

n→∞

− logµ
(
In(x))

)
n log 2

= α

}
,

où q et α sont deux nombres réels.
L’analyse multifractale est venue de la préoccupation suivante : relier la

dimension de Hausdorff dimEα et la fonction τ . La relation attendue est

dimEτ ′(q) = τ∗
(
τ ′(q)

)
,

où τ∗ désigne la transformée de Legendre de τ .
Il en est bien ainsi lorsque µ est une mesure binomiale, comme on le verra

ci-dessous.

6.1.2. Un cadre plus général. — L’analyse précédente [40] fait jouer un rôle
particulier aux “bôıtes dyadiques”. Cela a plusieurs inconvénients. D’abord,
elle n’est pas invariante par translations. Ensuite, les exposants de Hölder que
l’on considère ne sont pas les exposants usuels. Pour ces raisons, L. Olsen [185]
a introduit le formalisme un peu plus lourd qui sera décrit ci-dessous.

En outre, il n’y a aucune raison de limiter cette analyse aux mesures, comme
cela a été observé assez tôt par S. Jaffard d’une part [124, 126] (voir aussi
section 8.2.2) et par J. Lévy Véhel et R. Vojak d’autre part [158].

Voici, brièvement décrit les points communs à ces diverses théories. On se
donne, disons en dimension 1, une fonction positive µ définie sur les intervalles
et l’on considère les ensembles de niveau de l’exposant de Hölder local

Eα =
{
x ∈ R | lim

r↘0

logµ([x− r, x+ r])
log r

= α

}
.

L’analyse multifractale vise à déterminer la dimension de Hausdorff des
ensembles Eα, notamment en l’exprimant comme la valeur en α d’une trans-
formée de Legendre.

L’analyse d’une fonction f utilise la fonction µ suivante

µ([x− r, x+ r]) = sup
|x−t|≤r

inf
P : polynôme

|f(t)− P (t)| ,
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mais on pourrait penser aussi à l’oscillation moyenne∫ x+r

x−r

∣∣∣∣f(t)− 1
2r

∫ x+r

x−r
f(u) du

∣∣∣∣ dt .

Enfin, il peut être utile d’analyser des fonctions vectorielles. C’est ce que
nous allons décrire. Une version plus complète se trouve dans [200]. La plupart
des démonstrations reprennent celles de [31].

6.2. Mesures et dimensions multifractales. —

6.2.1. Notations et conventions. — (X, d) désigne un espace métrique. On
pose

B (x, r) = {y ∈ X | d (x, y) ≤ r} .

Par commodité, nous donnerons une acception plus restrictive qu’habituel-
lement aux termes recouvrement et packing. Si A est une partie de X et δ
un nombre positif, une collection {B (xj , rj)} de boules telles que xj ∈ A et
rj ≤ δ, est un δ-recouvrement de A si A ⊂

⋃
B (xj , rj), un δ-packing de A si

elles sont deux à deux disjointes.

On utilisera la convention suivante : si {Bj} est un ensemble de boules, xj
et rj désigneront les centre et rayon de Bj .

On suppose, tout au long de ce chapitre, que l’espace X satisfait la propriété
de recouvrement de Besicovitch : il existe un nombre entier θ tel que de toute
collection

{
B (xj , rj)

}
j∈J on puisse extraire θ familles de boules deux à deux

disjointes
{
{Bi,j}j ∈ Ji

}
1≤i≤θ telles que l’on ait

{xj | j ∈ J} ⊂
⋃

1≤i≤θ

⋃
j∈Ji

Bi,j .

E est un espace de Banach réel séparable, dont le dual est noté E′ et la
forme de dualité 〈 , 〉.

On considère une fonction κ définie sur l’ensemble X×]0, 1] et à valeurs
dans E′. En d’autres termes, c’est une fonction définie sur l’ensemble des boules
de X. On écrira aussi κ(x, r) = κ

(
B (x, r)

)
. C’est la fonction dont on veut faire

l’analyse multifractale.
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6.2.2. Mesures de Hausdorff. — Nous appellerons jauge une fonction φ, conti-

nue et monotone, de ]0, 1[ dans R∗+. L’ordre de φ est ordφ = lim
r↘0

log φ(r)
log r

.

Pour tout ε > 0, on a limr↘0 r
ε−ordφ φ(r) = 0.

Si φ est une jauge, pour A ⊂ X, q ∈ E et δ ∈]0, 1[, on pose

(49) φ–Hqκ,δ(A) = inf
∑
j

φ(rj)e〈q,κ(xj ,rj)〉,

où la borne inférieure est prise sur l’ensemble des collections {(xj , rj)} telles
que les boules B (xj , rj) forment un δ-recouvrement de A.

Ensuite, on pose

(50) φ–Hqκ(A) = lim
δ↘0

φ–Hqκ,δ(A).

Comme fonction de A, φ–Hqκ(A) est sous σ-additive, mais elle n’est pas
croissante, car on a utilisé des recouvrements centrés. C’est pourquoi, on pose

(51) φ–Hqκ(A) = sup
B⊂A

φ–Hqκ(B) .

Comme fonction de A, φ–Hqκ(A) est une mesure extérieure par rapport à
laquelle les boréliens de X sont mesurables.

Lorsque φ(u) = ut, les fonctions φ–Hqκ,δ, φ–Hqκ et φ–Hqκ seront notées

respectivement Hq,tκ,δ, H
q,t
κ et Hq,tκ .

On pose

(52) dimκ,q A = inf
{
t | Hq,tκ (A) = 0

}
= sup

{
t | Hq,tκ (A) =∞

}
.

Lorsque κ = 0, les quantités Hq,tκ,δ, H
q,t
κ , Hq,tκ et dimκ,q ne dépendent pas

de q ; elles seront notées respectivement Htδ, H
t, Ht et dim. dimA est la di-

mension de Hausdorff de l’ensemble A.

Les mesures ci-dessus sont rarement calculables explicitement. Heureuse-
ment, ce qui importe le plus souvent, et notamment ici, c’est de décider si une
mesure de Hausdorff est nulle ou non. Voici un lemme très simple, mais utile.

Lemme 6.1. — S’il existe une mesure de Borel µq, positive et non nulle, et
une constante C telles que, pour toute boule B (x, r), on ait

(53) µq
(
B (x, r)

)
≤ C φ(r) e〈q,κ(x,r)〉,

alors φ–Hqκ(X) > 0.
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Remarque 6.1. — La même conclusion est vraie si l’on suppose seulement
que pour µq-presque tout x, il existe rx > 0 tel que (53) ait lieu pour 0 < r ≤ rx.

Démonstration. En effet, si {Bj} est un recouvrement d’une partie A de X, on
a

C−1µ(A) ≤
∑

C−1µ(Bj) ≤
∑

φ(rj) e〈q,κ(xj ,rj)〉.

�
Ce lemme est souvent improprement appelé lemme de Frostman. Le

vrai lemme de Frostman, dont la démonstration n’est pas immédiate, est la
réciproque du précédent dans le cas où κ = 0 et φ(t) = tα. C’est en référence à
ce résultat que nous nommerons mesure de Frostman une mesure satisfaisant
les conditions du lemme précédent.

6.2.3. Mesures de packing. — Pour A ⊂ X, q ∈ E, t ∈ R et δ ∈]0, 1[, on pose

(54) Pq,tκ,δ(A) = sup
∑
j

rtje
〈q,κ(xj ,rj)〉,

où la borne supérieure est prise sur l’ensemble des collections {(xj , rj)} telles
que les boules B (xj , rj) forment un δ-packing de A.

Ensuite, on pose

(55) Pq,tκ (A) = lim
δ↘0
Pq,tκ,δ(A)

Cette fonction de A est évidemment monotone, mais elle n’est pas sous-
additive, c’est pourquoi on pose

(56) Pqκ(A) = inf
{∑

Pqκ(An) | A ⊂
⋃
An

}
.

Comme fonction de A, Pq,tκ (A) est une mesure extérieure par rapport à laquelle
les boréliens de X sont mesurables.

Comme précédemment, il y a une valeur de coupure pour t : on pose

(57) Dimκ,q A = inf
{
t | Pq,tκ (A) = 0

}
= sup

{
t | Pq,tκ (A) = +∞

}
.

Lorsque κ = 0, les quantités Pq,tκ,δ, P
q,t
κ , Pq,tκ et Dimκ,q ne dépendent pas

de q ; elles seront notées respectivement Ptδ, P
t, Pt et Dim. DimA est la

dimension de packing ou dimension de Tricot [219] de l’ensemble A.

Lemme 6.2. — On a Hq,tκ ≤ θPq,tκ et, par conséquent, dimκ,q ≤ Dimκ,q.
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Démonstration. La propriété de recouvrement de Besicovitch sera utile.
Soit A ⊂ X. Extrayons de la famille {B (x, r)}x∈A des boules

{
{Bi,j}j≥0

}
1≤i≤θ

qui recouvrent A et telles que chaque famille {Bi,j}j≥0 soit un packing. On a

Hq,tκ,r(A) ≤
∑
i,j

rt e〈q,κ(Bi,j)〉 ≤ θPq,tκ,r(A) ,

d’où Hq,tκ (A) ≤ θPq,tκ (A), puis Hq,tκ (A) ≤ θPq,tκ (A) et enfin Hq,tκ (A) ≤
θPq,tκ (A). �

6.2.4. La dimension de Minkowski-Bouligand. — Une autre fonction
séparatrice est utile : si A est une partie bornée de X, on pose

(58) ∆κ,q(A) = inf
{
t ∈ R | Pq,tκ (A) = 0

}
.

Pour faciliter le calcul de cette quantité, il est commode de définir

(59) P∗q,tκ,δ (A) = sup
∑
j

rtje
〈q,κ(xj ,rj)〉,

où la borne supérieure est prise sur l’ensemble des collections {(xj , rj)} telles
que δ/2 < rj ≤ δ et telles que les boules B (xj , rj) forment un packing centré
de A, et

(60) P∗q,tκ = lim
r↘0
P∗q,tκ,r .

Lemme 6.3. — On a ∆κ,q(A) = inf
{
t ∈ R | P∗q,tκ (A) = 0

}
.

Démonstration. Posons provisoirement ∆∗κ,q(A) = inf
{
t ∈ R | P∗q,tκ (A) = 0

}
.

On a évidemment P∗q,tκ ≤ Pq,tκ d’où ∆∗κ,q ≤ ∆κ,q. Si ∆κ,q(A) = −∞, il n’y
a plus rien à démontrer. Sinon, prenons un nombre t strictement inférieur à
∆κ.q(A). Alors, pour tout δ > 0 il existe un δ-packing de A tel que∑

rtj e〈q,κ(xj ,rj)〉 ≥ 1.

Par suite, pour tout ε > 0, il existe un entier k ≥ 0 tel que l’on ait∑
j: δ/2<2krj≤δ

rtj e〈q,κ(xj ,rj)〉 ≥ 2−kε

1− 2−ε
.

On a alors∑
j: δ/2<2krj≤δ

rt−εj e〈q,κ(xj ,rj)〉 ≥ 2kεδ−ε
∑

j: δ/2<2krj≤δ

rtj e〈q,κ(xj ,rj)〉 ≥ δ−ε

1− 2−ε
.
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Ainsi, pour tout ε > 0, P∗q,t−εκ (A) = +∞. Par conséquent, ∆∗κ,q(A) ≥ t − ε.
�

Lorsque l’ensemble A n’est pas borné, on pose

∆κ,q(A) = sup
R>0

∆κ,q
(
A ∩ B (x0, R)

)
,

où x0 est un point arbitraire de X.
Lorsque κ = 0, ∆κ,q dépend pas de q et sera noté ∆. C’est alors la dimension

de Minkowski-Bouligand.

6.3. Les fonctions b, B et τ et leurs tranformées de Legendre. —
On pose

(61) bκ(q) = −dimκ,q(X), Bκ(q) = −Dimκ,q(X) et τκ(q) = −∆κ,q(X) .

Nous adoptons pour bκ et Bκ une définition l’égèrement différente de la d’efi-
nition originale [184] : dans la littérature, ce sont souvent les opposées de ces
fonctions qui sont utilisées. La fonction τκ(q) est souvent appelée Lq-spectre
dans la littérature.

Définition 6.1. — Si f est une fonction de E dans R, la transformée de
Legendre-Fenschel de f est la fonction f∗ ainsi définie sur E′ :

f∗(α) = inf
q∈E

(〈q, α〉 − f(q)) .

La fonction f∗ est évidemment concave.

Proposition 6.1. — 1. Les fonctions Bκ et τκ sont concaves.
2. On a τκ ≤ Bκ ≤ bκ.
3. On a b∗κ ≤ B∗κ ≤ τ∗κ.

Démonstration. La concavité de la fonction τκ est évidente, celle de Bκ l’est
moins (voir [184]). Les inégalités résultent du lemme 6.2.�

6.4. Un formalisme multifractal. —

6.4.1. L’exposant de Hölder local et ses ensembles de niveau. — La limite au

sens de la topologie σ(E′,E), lorsqu’elle existe, lim
r↘0

κ(x, r)
log r

, sera notée ακ(x).

Dans le cas où κ est une fonction scalaire, c’est l’exposant de Hölder local en x
de la fonction eκ.

Nous nous intéressons aux ensembles de niveau de la fonction ακ et plus
particulièrement à leurs dimensions de Hausdorff et de Tricot.
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Si E ⊂ E et α ∈ E′, on considère les ensembles suivants

Xκ(α,E) =

{
x ∈ X | lim

↘0

〈w,κ(x, r〉)
log r

≤ 〈w,α〉 pour tout w ∈ E

}
,(62)

Xκ(α,E) =
{
x ∈ X | lim

↘0

〈w,κ(x, r〉)
log r

≤ 〈w,α〉 pour tout w ∈ E
}
.(63)

Les ensembles Xκ(α,E) et Xκ(α,E) seront simplement notés Xκ(α) et
Xκ(α).

L’ensemble Xκ(α) = Xκ(α) ∩ Xκ(α) est l’ensemble des x ∈ X tels que
κ(x, r)
log r

tende vers α au sens de la topologie σ(E,E′) lorsque r tend vers 0.

6.4.2. Inégalités à la Chernoff. —

Proposition 6.2. — Soit α ∈ E′ et E ⊂ E. On a

1. DimX(α,E) ≤ inf
q∈E
〈q, α〉 −B(q),

2. dimX(α,E) ≤ inf
q∈E
〈q, α〉 −B(q).

3. dimX(α,E) ≤ inf
q∈E
〈q, α〉 − b(q),

Si l’on obtient une dimension négative, c’est que l’ensemble correspondant est
vide.

Démonstration. Il suffit de considérer le cas où E = {q}.

Démontrons la première assertion. Soit ε un nombre strictement positif et n
un entier. Posons

An(ε) =
{
x ∈ X | 〈q,κ(x, r)〉

log r
< 〈q, α〉+ ε si r ≤ 1/n

}
.

Fixons provisoirement η > 0. Comme Pq,−B(q)+η/2
κ (X) = 0 il existe une

partition dénombrable X =
⋃

Xk telle que
∑
Pq,−B(q)+η/2

κ (Xk) < 1. Par

suite, pour tout k, on a Pq,−B(q)+η
κ (Xk) = 0.

Si {Bj} est un δ-packing centré d’une partie F de An(ε)∩Xk, avec δ ≤ 1/n,
on a ∑

r
〈q,α〉+ε−B(q)+η
j ≤

∑
r
−B(q)+η
j e〈q,κ(xj ,rj)〉 ≤ Pq,−B(q)+η

κ,δ (Xk).
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On en déduit successivement

P〈q,α〉+ε−B(q)+η(F ∩ Xk) = 0,

P〈q,α〉+ε−B(q)+η(An(ε) ∩ Xk) = 0,

P〈q,α〉+ε−B(q)+η(An(ε)) = 0,

et
DimAn(ε) ≤ 〈q, α〉+ ε−B(q).

Mais on a{
x ∈ X | lim

r↘0

〈q,κ(x, r)〉
log r

≤ 〈q, α〉
}
⊂
⋂
m≥1

⋃
n≥1

An(1/m),

d’où le résultat.

Démontrons maintenant la seconde assertion. Considérons l’ensemble

An =

{
x ∈ X | lim

r↘0

〈q,κ(x, r)〉
log r

< 〈q, α〉+
1
n

}
.

Comme précédemment, fixons η et considérons les Xk.
Soit F ⊂ An ∩ Xk et δ > 0. Pour chaque x ∈ F , il existe rx tel que

0 < rx < δ et r
〈q,α〉+ 1

n
x ≤ e〈q,κ(x,rx)〉. Par la propriété de Besicovitch, on peut

extraire de la famille de boules {B (x, rx)}x∈F une famille
{
{Bi,j}j≥1

}
1≤i≤θ qui

recouvre F ∩ Xk et telle que chaque famille {Bi,j}j≥1 soit un packing. Dans
ces conditions on a∑

r
〈q,α〉+ε−B(q)+η
i,j ≤

∑
r
−B(q)+η
i,j e〈q,κ(xi,j ,ri,j)〉

≤
θ∑
i=1

∑
j

r
−B(q)+η
i,j e〈q,κ(xi,j ,ri,j)〉

≤ θPq,−B(q)+η
κ,δ (Xk),

d’où

H〈q,α〉+1/n−B(q)+η
δ (F ) ≤ θPq,η−B(q)

κ,δ (Xk).

Il s’ensuit que H〈q,α〉+1/n−B(q)+η(An ∩ Xk) = 0, ce qui montre que l’on a
dimAn ∩Xk ≤ 〈q, α〉+ 1/n−B(q) + η. Ceci étant valable pour tout k et pour
tout η, on a dimAn ≤ 〈q, α〉+ 1/n−B(q).

On conclut en remarquant que Xκ(α, {q}) =
⋂
n≥1An.
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Passons à la démonstration de la dernière assertion. Soit ε un nombre stric-
tement positif et n un entier. Posons

An(ε) =
{
x ∈ X | 〈q,κ(x, r)〉

log r
< 〈q, α〉+ ε si r ≤ 1/n

}
.

Fixons provisoirement η > 0.
Soit F une partie de An(ε) et δ un nombre tel que 0 < δ ≤ 1/n. Comme

Hq,−b(q)+ηκ (X) = 0 on a Hq,−b(q)+ηκ (F ) = 0. Il existe donc un δ-recouvrement
centré {Bj} de F tel que l’on ait∑

r
−b(q)+η
j e〈q,κ(xj ,rj)〉 ≤ 1.

On a alors ∑
r
〈q,α〉+ε−b(q)+η
j ≤

∑
r
−b(q)+η
j e〈q,κ(xj ,rj)〉 ≤ 1,

d’où

H〈q,α〉+ε−b(q)+η(F ) ≤ 1

et

H〈q,α〉+ε−b(q)+η
(
An(ε)

)
≤ 1.

On a donc dimAn(ε) ≤ 〈q, α〉+ ε− b(q) et l’on conclut comme précédemment.
�

6.4.3. Inégalités opposées. — Si v ∈ E et si |Bκ(q)| < ∞, on considère la
dérivée de la fonction Bκ dans la direction v

∂vBκ(q) = lim
t↘0

Bκ(q + tv)−Bκ(q)
t

,

si elle existe. Sa différentielle, si elle existe, est notée B′κ(q) ∈ E′. Dans ce
dernier cas, on a ∂vBκ(q) = 〈v,B′κ(q)〉.

Lemme 6.4. — Soit v ∈ E et q tel que |Bκ(q)| < ∞. Si φ est une jauge
d’ordre supérieur ou égal à −Bκ(q), on a

φ–Hqκ

{
x ∈ X | lim

r↘0

〈v,κ(x, r)〉
log r

< ∂vBκ(q)

}
= 0 .

Démonstration. Soit λ < ∂vBκ(q). Choisissons t > 0 et η > 0 tels que Bκ(q +
tv) > Bκ(q) + λt+ η. On a alors, par définition de Bκ(q + tv),

(64) Pq+tv,Bκ(q)+λt+η
κ (X) = 0.
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Considérons l’ensemble

A(λ) =

{
x ∈ X | lim

r↘0

〈v,κ(x, r)〉
log r

< λ

}
.

Soit A′ ⊂ A(λ) et δ ∈]0, 1[. Pour tout x ∈ A′, il existe rx ∈]0, δ[ tel que
〈v,κ(x, r)〉 − λ log r > 0. Extrayons de la famille {B (x, rx)}x∈A′ de boules θ
packings

{
{Bi,j}j≥1

}
1≤i≤θ qui, tous ensemble, recouvrent A′. On a

φ–Hqκ,δ(A′) ≤
∑

1≤i≤θ

∑
j

φ(ri,j) e〈q,κ(xi,j ,ri,j)〉

≤
∑

1≤i≤θ

∑
j

φ(ri,j) e〈q,κ(xi,j ,ri,j)〉 et(〈v,κ(x,r)〉−λ log r)

≤
∑

1≤i≤θ

∑
j

r−λti,j φ(ri,j) e〈q+tv,κ(xi,j ,ri,j)〉

≤ sup
0<r<δ

rBκ(q)+ηφ(r)
∑

1≤i≤θ

∑
j

r
−(Bκ(q)+λt)+η
i,j e〈q+tv,κ(xi,j ,ri,j)〉

≤ θ sup
0<r<δ

rBκ(q)+ηφ(r) Pq+tv,−(Bκ(q)+λt+η)
κ,δ .

En vertu de (64), il existe une suite {Un} de parties de X telle que X ⊂
⋃
Un

et
∑
Pq+tv,−(Bκ(q)+λt+η)

κ ≤ 1.
En faisant tendre δ vers 0, on obtient φ–Hqκ,δ(A′ ∩ Un) = 0, d’où

φ–Hqκ,δ(A′) = 0 et φ–Hqκ,δ(A(λ)) = 0. �

Pour x ∈ X, considérons la fonction

ρx(v) = lim
r↘0

〈v,κ(x, r)〉
log r

et le cône
Cx = {v ∈ E | ρx(v > −∞)} .

Lemme 6.5. — La fonction ρx est concave et le cône Cx convexe. Si
l’intérieur C◦x de Cx est non vide, ou bien ρx est continu sur C◦x, ou bien il
existe v ∈ C◦x tel que ρx(v) = +∞, et alors ρx(v) = +∞ pour tout x ∈ C◦x
Démonstration. Supposons C◦x 6= ∅ et ρx(v) <∞ pour tout v ∈ C◦x. Posons

ρx,δ = inf
0<r<δ

〈v,κ(x, r)〉
log r

.

Etant donnés deux entiers positifs m et n considérons l’ensemble Fm,n ={
v ∈ C◦x | ρx,1/m(v) ≥ −n

}
. Les Fm,n sont fermés car les fonctions ρx,1/m sont

semi-continues supérieurement (s.c.s) et l’on a C◦x =
⋃
Fm,n. Par conséquent,
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en vertu du théorème de Baire, l’un de ces ensembles a un intérieur non vide.
Comme ρx ≥ ρxδ, cela signifie que C◦x contient une boule ouverte sur laquelle la
fonction ρx est bornée inférieurement. Cela implique que la fonction concave ρx
est localement bornée sur C◦x et y est donc continue. �

Proposition 6.3. — Supposons que, pour un q, |Bκ(q)| soit fini et la fonction
v 7→ ∂vBκ(q) soit semi-continue supérieurement. Alors, si φ est une jauge
comme dans le lemme 6.4, on a

φ–Hqκ

{
x | ∃v ∈ E, lim

r↘0

〈v,κ(x, r)〉
log r

< ∂vBκ(q)

}
= 0 .

Démonstration. Soit E une partie dense dans E. Il résulte des propriétés de
continuité de ρx et ∂vBκ(q) que l’on a{

x | ∃v ∈ E, lim
r↘0

〈v,κ(x, r)〉
log r

< ∂vBκ(q)

}
⊂{

x | ∃v ∈ E, lim
r↘0

〈v,κ(x, r)〉
log r

< ∂vBκ(q)

}
.

On conclut au moyen du lemme 6.4. �

Proposition 6.4. — Soit φ une jauge comme dans le lemme 6.4. Supposons
que, pour un q, |Bκ(q)| soit fini, φ–Hqκ(X) soit non nul et que la fonction
v 7→ ∂vBκ(q) soit semi-continue supérieurement. Alors

dim

{
x | ∀v ∈ E, lim

r↘0

〈v,κ(x, r)〉
log r

≥ ∂vBκ(q)

}
≥ ∂vBκ(q)−Bκ(q) .

Démonstration. Posons A =
{
x | ∀v ∈ E, limr↘0

〈v,κ(x,r)〉
log r ≥ ∂vBκ(q)

}
. Il

résulte du lemme précédent que φ–Hqκ(A) > 0.
Fixons ε > 0. si n ≥ 1, on pose

An(ε) =
{
x ∈ A | 〈q,κ(x, r)〉 <

(
∂qBκ(q)− ε

)
log r, pour r ≤ 1

n

}
.

Comme A =
⋃
n≥1An(ε), il existe n tel que φ–Hqκ(An(ε)) > 0. Donc, il

existe F ⊂ An(ε) tel que φ–Hqκ(F ) > 0. Si {Bj} est un δ-recouvrement centré
de F , avec δ < 1/n, on a∑

r
∂qBκ(q)−Bκ(q)−ε
j ≥

∑
e〈q,κ(xj ,rj)〉−Bκ(q)

≥ Hq,−Bκ(q)
κ,δ (F ),
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ce qui donne

H∂qBκ(q)−Bκ(q)−ε(An(ε)
)
≥ H∂qBκ(q)−Bκ(q)−ε(F ) ≥ Hq,−Bκ(q)

κ (F ) > 0.

Ainsi, dimA ≥ dimAn(ε) ≥ ∂qBκ(q)−Bκ(q)− ε.�

Théorème 6.1. — Si, pour un q ∈ E, B′κ(q) existe et si φ–Hqκ(X) > 0, pour
une jauge φ d’ordre supérieur ou égal à −Bκ(q), on a

1. bκ(q) = Bκ(q),
2. dimX

(
B′κ(q)

)
= DimX

(
B′κ(q)

)
= B∗κ

(
B′κ(q)

)
.

Démonstration. Cela résulte des propositions 6.2 et 6.4.�

Remarque 6.2. — On verra plus loin dans l’étude des mesures auto-affines
que les fonctions Bµ et bµ diffèrent en général et dans ce cas c’est cette dernière
qui est la bonne fonction à considérer. Pour d’autres exemples de mesures pour
lesquelles bµ et Bµ diffèrent, voir [185, 31].

6.4.4. La fonction fκ(α). — Soit α ∈ X′, δ ∈]0, 1[ et ε > 0. Soit Mκ,r,ε(α) le
maximum des cardinaux des packings de l’ensemble

Aκ,ε(α) =
{
x ∈ X |

∥∥∥∥κ(x, r)
log r

− α
∥∥∥∥

E′
< ε

}
par des boules de rayons compris entre r/2 et r. On pose

(65) fκ(α) = lim
ε↘0

lim
r↘0

logMκ,r,ε
log r

.

Proposition 6.5. — On a fκ(α) ≤ τ∗(α).

Démonstration. Soit q ∈ E tel que τκ(q) > −∞ et λ > −τκ(q). Il existe δ0 < 1
tel que, pour tout δ ∈]0, δ0[, P∗q,λκ,δ (X) = 0.

Si {Bj}j∈J est un δ-packing de Aκ,ε(α), on a∑
i∈J

rλj e〈q,κ(xj ,rj)〉 ≥ min{1, 2−λ} rλ
∑
j∈J

e〈q,κ(xj ,rj)〉

≥ min{1, 2−λ} rλ+〈q,α〉+ε‖q‖E′ card (J) .

On a donc Mκ,r,ε(α) ≤ max{1, 2λ} r−(λ+〈q,α〉+ε‖q‖E′ ), d’où fκ(α) ≤ λ+〈q, α〉,
fκ(α) ≤ −τκ(q) + 〈q, α〉, et fκ(α) ≤ infq∈E′ 〈q, α〉 − τκ(q) = τ∗κ(α). �

6.5. Multifractals et grandes déviations. —
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6.5.1. Des arbres homogènes et leurs bords. — On se donne un entier b ≥
2. On considère l’ensemble Σ∗b =

⋃
n≥0 Σn

b des mots sur l’alphabet Σb =
{0, 1, 2, . . . , b − 1}, où ε désignant le mot vide, on convient que Σ0

b = {ε}.
La concaténation de deux mots v et w est le mot vw obtenu en écrivant w à la
suite de v. Muni de la concaténation, Σ∗b est un monöıde dont ε est l’élément
neutre. La longueur d’un mot w, c’est-à-dire son nombre de lettres, est noté |w|.

On considére aussi l’ensemble Σ+
b des mots infinis sur Σb (ou, si l’on

préfère, des suites (xj)j≥1 d’éléments de Σb). On définit de façon évidente la
concaténation d’un mot et d’un mot infini.

Si v et w sont deux mots, finis ou non, on pose d (v, w) = b−n où n est la
longueur du plus long préfixe commun à v et w. On définit ainsi une distance
ultramétrique sur Σ∗b et sur Σ+

b . Le complété de Σ∗b est Σ∗b
∐

Σ+
b .

Si w ∈ Σ∗b , on pose

[w] =
{
wx | x ∈ Σ+

b

}
.

C’est un cylindre du produit Σ+
b ; c’est également une boule pour la métrique d.

6.5.2. Analyse multifractale sur Σ+
b . — Dans ce contexte, P∗q,tκ,δ (X) est facile

à calculer :

P∗q,b
−n

κ,δ (X) = b−nt
∑
w∈Σnb

e〈q,κ([w])〉.

Il est aisé d’en déduire une expression de τκ ;

τκ(q) = lim
n→∞

− 1
n

logb
∑
w∈Σnb

e〈q,κ([w])〉.

6.5.3. Un exemple. — Prenons pour E l’espace euclidien RN , avec N ≤ b, et
donnons-nous une famille

(
(pi,j)0≤j<b

)
1≤i≤N de nombres strictement positifs.

Définissons par récurrence pi,w pour i fixé et w ∈ Σ+
b :

pi,ε = 1 et pi,wj = pi,wpi,j ;

et posons

κ([w]) =
(
log pi,w

)
1≤i≤N .

Lorsque
∑b−1

j=0 pi,j = 1, l’application [w] 7→ pi,w s’étend en une mesure de
probabilité sur Σ+

b . C’est alors une mesure multinomiale, que l’on appelle aussi
mesure de Besicovitch.



MESURES ENGENDRÉES PAR MULTIPLICATIONS 83

On a, si q = (q1, q2, . . . , qN ),∑
w∈Σn+1

b

e〈q,κ([w])〉 =
∑

w∈Σn+1
b

N∏
i=1

pqii,w

=
∑
w∈Σnb

b−1∑
j=0

N∏
i=1

pqii,w p
qi
i,j

=

∑
w∈Σnb

e〈q,κ([w])〉

 b−1∑
j=0

N∏
i=1

pqii,j

 ,

d’où

τ(q) = − logb
b−1∑
j=0

N∏
i=1

pqii,j .

Le vecteur q étant fixé, on pose rj =

∏
1≤i≤N p

qi
i,j∑

0≤j<b
∏

1≤i≤N p
qi
i,j

, ri,ε = 1 et par

récurrence, rwj = rwrj . La fonction [w] 7→ rw se prolonge en une probabilité µq
sur Σ+

b et l’on a
µq([w]) = e〈q,κ([w])〉 b−nτ(q) .

Autrement dit, µq est une mesure de Frostman pour Hq,−τ(q)
κ ; cela implique

τ(q) ≥ bκ, d’où τ(q) = bκ(q) = bκ(q). Aussi, la fonction κ vérifie le formalisme
multifractal en tout point q.

Le calcul de la transformée de Legendre se mène facilement jusqu’au bout
dans le cas particulier suivant

pi,j =

{
b−1, si j = i− 1,

1, sinon.

On a alors τ(q) = − logb
(∑N

i=1 b
−qi + b−N

)
; dans ces conditions τ∗(α) =

−∞ si l’un des αi est négatif ou si
∑N

i=1 αi > 1 et

τ∗(α) =
N∑
i=1

−αi logb(αi)−

(
1−

N∑
i=1

αi

)
logb

(
1−

∑N
i=1 αi

)
b−N

dans les autres cas.

Il est commode d’introduire d’autres notations : si x ∈ Σ+
b , on pose

ϕn(x, j) =
1
n

card {m | 1 ≤ m ≤ n et xm = j} .
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Alors κ(x, b−n) =
(
ϕn(x, j)

)
1≤j≤N .

Si maintenant on se donne des nombres fj ≥ 0, pour 1 ≤ j ≤ N , tels que
N∑
j=1

fj

{
= 1, si N = b,

≤ 1, sinon,

il résulte de ce qui précède que la dimension de Hausdorff de l’ensemble

{x : limϕn(x, j) = fj pour 1 ≤ j ≤ N}

vaut
N∑
i=1

−fi logb fi −

(
1−

N∑
i=1

fi

)
logb

(
1−

∑N
i=1 fi

)
b−N

.

On retrouve ainsi le théorème d’Eggleston. On peut également par ce procédé
étendre au cas d’une base quelconque le résultat de Besicovitch relatif à la
dimension de l’ensemble des nombres dont la fréquence supérieure des 1 dans
leur développement dyadique est majorée par un nombre f (voir [200]).

Remarque 6.3. — Dans les chapitres 7 et 8, étant donnée une mesure µ

sur un espace métrique et la fonction κ(x, r) = log(µ(B(x, r)), les fonctions
b, B, τ et les ensembles E(α) associées à κ seront indexés par µ plutôt que par
κ = log(µ).

La plupart des mesures analysées dans ces chapitres ont des propriétés
d’autosimilarité. En conséquence, on démontre que dim Eµ(α) = τ∗µ(α) pour
tout α tel que τ∗µ(α) ≥ 0. On a alors automatiquement bµ = Bµ = τµ et
Dim Eµ(α) = dim Eµ(α). Nous ne le mentionnerons pas dans les énoncés.
Nous rencontrerons dans les sections 7.4 et 7.5.3 une classe naturelle de me-
sures auto-affines pour lesquelles l’égalité bµ = Bµ = τµ n’a pas lieu, et
dim Eµ(α) = b∗µ(α) quand b∗µ(α) ≥ 0.

7. Analyse multifractale des fonctions presque multiplicatives

Nous établissons dans la section 7.1 un théorème général d’analyse multi-
fractale pour les mesures presque multiplicatives (théorème 7.1) et sa traduc-
tion en principe variationnel (théorème 7.2). L’extension de ce principe va-
riationnel à l’analyse multifractale de moyennes de Birkhoff sur des systèmes
dynamiques plus généraux est ensuite discutée dans la section 7.2. La section
7.3 présente une extension du théorème 7.1 au cas de mesures définies à l’aide
de normes de produits de Bernoulli de matrices positives, qui n’est pas cou-
vert par les mesures presque multiplicatives, mais est fondamental dans l’étude
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des mesures auto-similaires. Puis la section 7.4 traite l’analyse multifractale
des mesures quasi-Bernoulli sur l’espace symbolique munie d’une métrique
”auto-affine”, ce qui prépare au résultat d’analyse multifractale des projetées
des mesures de Gibbs sur les tapis de Sierpinski. La section 7.5 aborde plus
généralement l’analyse multifractale des réalisations géométriques des mesures
presque multiplicatives considérées dans la section 3.5. En particulier, on pro-
pose un état de l’art de l’analyse multifractale des mesures auto-similaires.
Nous recommandons au lecteur de se reporter à la remarque 6.3 avant de
commencer la lecture des résultats qui suivent.

7.1. Mesures presque multiplicatives sur l’espace symbolique. —

Théorème 7.1. — Soit µ une mesure presque multiplicative sur Σ+
m. Alors,

dim Eµ(α) = τ∗µ(α) en tout point α tel que τ∗µ(α) ≥ 0. De plus, si µ est quasi-
Bernoulli la fonction τµ est dérivable, et si µ est la mesure de Gibbs associée
à un potentiel höldérien φ la fonction τµ est analytique.

L’analyticité de τ lorsque µ est la mesure de Gibbs associée à un potentiel
höldérien φ provient de l’égalité

τ(q) =
qP (φ)− P (qφ)

logm

et de l’analyticité de la fonction q 7→ P (qφ), qui provient, elle, du formalisme
thermodynamique [206]. Les exemples de convolutions de Bernoulli explicités
dans la section 7.5.1 montrent que, si le potentiel est seulement continu, la
fonction τµ peut avoir des points de non dérivabilité.

Le résultat précédent peut aussi s’exprimer sous la forme d’un principe
variationnel de la façon suivante :

Théorème 7.2. — Sous les hypothèses du théorème 7.1 on a

dim Eµ(α) = τ∗µ(α) =
1

logm
max

ν∈Fµ(α)
hν

en tout point α tel que τ∗µ(α) ≥ 0, où

Fµ(α) =
{
ν ∈M(σ) : lim

n→∞
− 1
n

∫
logm µ([x|n]) dν = α

}
.

Le fait que l’ensemble Fµ(α) ait un sens est une conséquence immédiate du
corollaire 3.1.
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Nous allons d’abord démontrer la validité du formalisme pour une mesure
quasi-Bernoulli, puis le résultat plus profond que constitue le théorème 7.1 ;
après quoi nous donnerons la preuve du théorème 7.2.

Démonstration du théorème 7.1 (Cas d’une mesure µ quasi-Bernoulli). Le cal-
cul de dim Eµ(α) est obtenu en tout point de dérivabilité de τµ dans [40] puis
la dérivabilité de τµ est établie dans [114].

Pour q ∈ R, notons µq la mesure associée à ψq comme dans la proposi-
tion 3.1.

Il est aisé de voir que τµ(q) = −P (q logψ)/ logm et qu’il existe C > 1 tel
que

(66) C−1µ([w])qbnτµ(q) ≤ µq([w]) ≤ Cµ([w])qbnτµ(q).

D’après le lemme 6.1, cela implique la validité du formalisme en τ ′µ(q) dès
que ce nombre existe. Suivons l’approche de [114] pour obtenir la dérivabilité
de τµ.

Tout d’abord, on vérifie que τµq(r) = τµ(qr) − rτµ(q) et que µq est quasi-
Bernoulli pour tout q ∈ R. Par conséquent, si l’on sait que τ ′µ(1) existe pour
toute mesure quasi-Bernoulli, la dérivabilité de τµq en 1 implique celle de τµ
en q si q 6= 0. Il ne reste donc plus qu’à établir la dérivabilité en 0 et en 1.

La dérivabilité en 1 résulte du théorème 5.16. De plus, un argument de
sous-multiplicativité permet d’établir que pour tout q ∈ R on a

|τµ,n(q)− τµ(q)| ≤ |q| logmC/n.

Comme τµ,n(0) = τµ(0), nous avons∣∣(τµ,n(q)− τµ,n(0))/q − (τµ(q)− τµ(0))/q
∣∣ ≤ logmC/n

pour tout n et q 6= 0. Comme τµ,n est dérivable en 0, cela implique

τ ′µ(0−) = τ ′µ(0+) = lim
n→∞

τ ′µ,n(0).

Notons que nous n’avons pas traité le cas des exposants de Hölder
extrémaux, c’est-à-dire les bornes de l’intervalle {α ≥ 0 : τ∗µ(α) ≥ 0}, qui sont
respectivement égales à

αmin = lim
q→∞

τµ(q)
q

, αmax = lim
q→−∞

τµ(q)
q

.

Nous y venons, avec l’étude du cas où le potentiel est seulement supposé
continu. �
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Démonstration du théorème 7.1 (Cas général). Le théorème 7.1 dans le cas
général repose sur une approche plus élaborée que la précédente et mise en
œuvre dans [80, 96] pour l’analyse multifractale des sommes de Birkhoff d’un
potentiel vectoriel continu et celle des exposants de Lyapounov de produits
de matrices continues et strictement positives (pour le cas des mesures de
Gibbs au sens faible, on pourra aussi consulter [182] et [106] qui utilisent une
approche reposant en bonne partie sur le principe variationnel (44)). Nous en
donnons une preuve en quatre étapes. Pour w ∈ Σ∗m, posons

α(w) = − logm µ([w])
|w|

.

Etape 1. Considérons l’ensemble L des α ≥ 0 tels que Eµ(α) 6= ∅. Par
définition de la transformée de Legendre et à cause du formalisme multifractal,
on sait que L est inclus dans [αmin, αmax], où αmin et αmax sont décrits comme
précédemment. En fait, on a L = [αmin, αmax], et cet intervalle est borné.

Pour montrer que L est un intervalle, introduisons les suites

αn = min
w∈Σnm

α(w), βn = max
w∈Σnm

α(w), An = nαn et Bn = nβn.

On vérifie en utilisant (7) que l’on a

An+p ≥ An +Ap − logm γn/n, et Bn+p ≤ Bn +Bp + logm γn/n

pour tous n, p ≥ 1. Par conséquent les suites (αn)n≥1 et (βn)n≥1, qui sont
bornées (car φ l’est), sont convergentes. Soit

αL = lim
n→∞

αn, βL = lim
n→∞

βn.

Par définition, on a L ⊂ [αL, βL]. Montrons que pour tout t ∈ [αL, βL],
Eµ(t) 6= ∅, i.e. L = [αL, βL].

Soit t ∈ [αL, βL]. Ecrivons t = λa+(1−λ)b avec λ ∈ [0, 1]. Pour n ≥ 1 posons
r2n−1 = αL et r2n = βL. D’après ce qui précède, il existe une suite de mots
(wn)n≥1 telle que wn ∈ Σn

m pour tout n ≥ 1 et limn→∞ |α(wn)−rn| = 0. Posons
alors pour n ≥ 1, Nn = [λn+ log n] si n est impair et Nn = [(1− λ)n+ log n]
sinon. Pour n ≥ 0 posons sn =

∑n
k=1 kNk. Soit x le mot infini tel que pour

tout n ≥ 1, xsn+1 · · ·xsn+1 soit obtenu en concaténant Nn+1 copies du mot
wn+1. Par construction, on a x ∈ Eµ(t).

Pour identifier αmin avec αL et αmax avec βL, il suffit de remarquer que
l’on a

b−nαnq ≤
∑
w∈Σnm

µ([w])q ≤ mnb−nαnq ∀q ≥ 0
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b−nβnq ≤
∑
w∈Σnm

µ([w])q ≤ mnb−nβnq ∀q < 0.

Cela implique que
qαL − 1 ≤ τµ(q) ≤ qαL ∀q ≥ 0

qβL − 1 ≤ τµ(q) ≤ qβL ∀q < 0.

Etape 2. Le spectre des grandes déviations de µ. Pour tout α ∈ L, n ≥ 1 et
ε > 0 soit

F (α;n, ε) =
{
w ∈ Σn

m : |α(w)− α| ≤ ε
}

et f(α;n, ε) = #F (α;n, ε).

On a le fait suivant :

(67) lim
ε→0

lim inf
n→∞

log f(α;n, ε)
logmn

= lim
ε→0

lim sup
n→∞

log f(α;n, ε)
logmn

,

et, si l’on note fµ(α) la limite, la fonction fµ est concave et continue sur L.
Soit α ∈ L et ε > 0. Tout d’abord, il existe N ≥ 1 tel que

(68) f(α;n, ε)p ≤ f(α;np, 2ε) (∀n ≥ N, ∀p ≥ 1).

Par définition de L, il existe x ∈ Eµ(α) et N ≥ 1 tels que pour tout n ≥ N on
ait [x|n] ∈ F (α;n, ε), donc F (α;n, ε) 6= ∅. Quitte à choisir N plus grand, nous
pouvons supposer que logm γn ≤ εn pour n ≥ N .

Pour p ≥ 1 et n ≥ N soit (w1, . . . , wp) ∈ F (α;n, ε)p, et w = w1 · · ·wp ∈ Σnp
m .

Grâce à (7) on a

γ−(p−1)
n

p∏
k=1

µ([wk]) ≤ µ([w]) ≤ γ(p−1)
n

p∏
k=1

µ([wk])

et le choix des wk implique que |α(w)−α| ≤ 2ε. On a donc bien (68) d’où l’on
déduit

lim sup
n→∞

log f(α;n, ε)
logmn

= lim inf
n→∞

log f(α;n, 2ε)
logmn

,

puis (67).
Montrons la concavité de fµ. Soit α et β dans L et p et q deux entiers

strictement positifs. D’après ce qui précède, pour n assez grand on a

(69) f(α;n, ε)pf(β;n, ε)q ≤ f(α;np, 2ε)f(β;nq, 2ε).

Mais si w ∈ F (α;np, 2ε) et w′ ∈ F (β;nq, 2ε), en utilisant à nouveau (7) nous
obtenons que pour n assez grand w · w′ ∈ F

(
(pα + qβ)/(p + q);n(p + q), 3ε

)
,

et donc

(70) f(α;np, 2ε)f(β;nq, 2ε) ≤ f
(pα+ qβ

p+ q
;n(p+ q), 3ε

)
.
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Des propriétés (67), (69) et (70) nous déduisons que
p

p+ q
fµ(α) +

q

p+ q
fµ(β) ≤ fµ

(pα+ qβ

p+ q

)
.

Pour montrer la concavité et la continuité de fµ sur L il ne reste plus qu’à
établir que fµ est semi-continue supérieurement.

Soit α ∈ L, η > 0 et ε > 0 tels que

lim inf
n→∞

log f(α;n, ε)
logmn

< fµ(α) + η.

Pour β ∈ (α − ε/3, α + ε/3), il est clair que F (β;n, ε/3) ⊂ F (α;n, ε) et donc
f(β;n, ε/3) ⊂ f(α;n, ε). Par conséquent,

fµ(β) ≤ lim inf
n→∞

log f(β;n, ε/3)
logmn

≤ lim inf
n→∞

log f(α;n, ε)
logmn

≤ fµ(α) + η.

Etape 3. dim Eµ(α) ≥ fµ(α) pour α ∈ L. Soit δ > 0. Nous allons construire
un ensemble de Cantor de type ”Moran” dans l’ensemble Eµ(α) tel que
dim K ≥ fµ(α) − δ. D’après le point précédent, nous pouvons choisir une
suite d’entiers strictement positifs `j croissant vers l’infini et une suite de réels
strictement positifs εj convergeant vers 0 telles que pour tout j ≥ 1 on ait

f(α; `j , εj) > m`j(fµ(α)−δ).

Définissons
N1 = 1; Nj = 2`j+1+Nj−1 (∀j ≥ 2),

gj =
j∑

k=1

Nk`k (∀j ≥ 1).

Posons

G0 = {∅}, Gj = �jk=1F (α; `j , εj)�Nj ⊂ Σgj
m (∀j ≥ 1)

où � signifie que l’on concatène les mots. Par construction, l’ensemble

K =
⋂
j≥0

⋃
w∈Gj

[w]

est inclus dans Eµ(α). De plus, pour tout j ≥ 0 et w ∈ Gj , le cylindre [w]
contient exactement nj+1 = f(α; `j+1, εj+1)Nj+1 cylindres de la forme [w′] avec
w′ ∈ Gj+1, et le quotient des diamètres de [w′] et [w] ne dépend que de j + 1
et vaut cj+1 = m−Nj+1`j+1 . Un lemme classique (voir par exemple l’exemple
4.6. de [65] ou bien [80]) donne alors

dim K ≥ lim inf
j→∞

log(n1n2 · · ·nj)
− log(c1c2 · · · cj+1nj+1)

.
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Le choix de la suite Nj impose à la limite inférieure précédente d’être égale à

lim inf
j→∞

log(n1n2 · · ·nj)
− log(c1c2 · · · cj)

,

qui par construction est minorée par fµ(α)− δ. Donc dim Eµ(α) ≥ fµ(α)− δ
pour tout δ > 0.

Remarque 7.1. — On peut modifier légèrement la construction de l’ensemble
de Cantor K en remplaçant δ par δj au cours des étapes de la construction
de sorte que δj tende vers 0. Alors, on peut construire sur K une mesure
borélienne dont la dimension inférieure est supérieure ou égale à fµ(α).

Etape 4. Le formalisme est valide en tout α ∈ L. Soit α ∈ L. On vient de
montrer que dim Eµ(α) ≥ f(α). Mais on sait aussi que dim Eµ(α) ≤ f(α) et
τ∗µ(α) = f(α) puisque f est concave sur L. �

Démonstration du théorème 7.2. Notons Mµ(σ) l’ensemble des mesures de
probabilités invariantes sous σ dont le support est inclus dans celui de µ.
L’application Lµ :Mµ(σ)→ R définie par

Lµ(ν) = lim
n→∞

− 1
n

∫
logm µ([x|n]) dν(x)

est continue. Comme Mµ(σ) est convexe et compact, l’image de Lµ est un
intervalle compact inclus dans L = [αmin, αmax] par construction.

• Lµ(Mµ(σ)) = L.
Pour obtenir cette égalité, il suffit d’après ce qui précède de montrer que, pour
tout ε ≥ 0, il existe α ∈ [αmin, αmin + ε] et β ∈ [αmax − ε, αmax] tels que
Fµ(α) 6= ∅ 6= Fµ(β). Fixons ε > 0. Par définition de L et de la mesure µε
donnée par la proposition 3.2, il existe x et x′ tels que, pour tout n ≥ 1, on
ait ∣∣∣∣αmin −

1
n

logµε([x|n])
∣∣∣∣ ≤ 2ε et

∣∣∣∣αmax −
1
n

logµε([x′|n])
∣∣∣∣ ≤ 2ε.

Il existe donc αε ∈ [αmin − 3ε, αmin + 3ε] et βε ∈ [αmax − 3ε, αmax + 3ε] tels
que τ∗µε(αε) et τ∗µε(βε) soient strictement positifs. Soit να et νβ les mesures
ergodiques de type quasi-Bernoulli construites dans l’analyse multifractale du
cas quasi-Bernoulli qui sont portées par Eµε(αε) et Eµε(βε) respectivement.
Posons

α = lim
n→∞

− 1
n

∫
logm µ([x|n]) dνα(x)

β = lim
n→∞

− 1
n

∫
logm µ([x|n]) dνβ(x).
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Alors, par construction, on a α ∈ [αmin, αmin + 4ε], β ∈ [αmax − 4ε, αmax] et
Fµ(α) 6= ∅ 6= Fµ(β).

• dim Eµ(α) ≥ 1
logm maxν∈Fµ(α) hν pour α ∈ L.

Soit α ∈ L. Puisque l’ensemble l’ensemble Fµ(α) est compact et l’entropie une
fonction semi-continue supérieurement, le maximum maxν∈Fµ(α) hν est bien
défini. Soit ν0 une mesure qui réalise le maximum (notons que nécessairement
supp(ν0) ⊂ supp(µ)). Soit également une mesure invariante ν de support égal
à supp(µ). Pour ε > 0, soit νε = (1− ε)ν0 + εν et αε = Lµ(νε). On a

|αε − α| ≤ 2εmax{|α| : α ∈ L}.

Comme supp(νε) = supp(µ) (et supp(µ) a la structure d’un espace symbo-
lique), d’après la proposition 3.3 il existe une suite ν(k)

ε de mesures de Mar-
kov ergodiques qui convergent faiblement vers νε et telle que h

ν
(k)
ε

converge

vers hνε quand k tend vers l’infini. Soit α(k)
ε = Lµ(ν(k)

ε ). On a |αε − α(k)
ε | ≤ ε

pour k assez grand. Comme le spectre des grandes dévations fµ est semi-
continu supérieurement (il est même continu), pour tout η > 0, pour ε assez
petit et k(ε) assez grand, on a donc

dim Eµ(α) = f(α) ≥ f(α(k)
ε )− η.

De plus, la mesure ν(k)
ε étant ergodique, on a ν

(k)
ε (Eµ(α(k)

ε )) = 1 d’après le
corollaire 3.1. Donc

f(α(k)
ε ) = dim Eµ(α(k)

ε ) ≥ dim ν(k)
ε .

Or, d’après le théorème de Shannon-McMillan-Breiman (théorème 5.12), on a
dim ν

(k)
ε = h

ν
(k)
ε
/ logm. En faisant tendre k vers l’infini on obtient

f(α) ≥ hνε
logm

− η =
(1− ε)hν0 + εhν

logm
− η

(où l’on a utilisé la linéarité de l’entropie). En faisant tendre ε puis η vers 0
on obtient l’inégalité cherchée.

• dim Eµ(α) ≤ 1
logm maxν∈Fµ(α) hν pour α ∈ L.

Soit α ∈ L et ε > 0. Soit µε comme dans la proposition 3.2. On a

Eµ(α) ⊂
⋃
p≥1

⋂
n≥p

E(p, n, ε),

où
E(p, n, ε) =

{
x : |α− logm µε([x|n])/n| ≤ 2ε

}
.

Or dim E(p, n, ε) ≤ max|β−α|≤2ε τ
∗
µε(β), et nous savons d’après la preuve du

théorème 7.1 dans le cas quasi-Bernoulli que ce max est égal à la dimension
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d’une mesure ergodique νε, ou encore à hνε/ logm, cette mesure étant portée
par supp(µ) et telle que νε(Eµε(β)) = 1 pour un certain β ∈ [α − 2ε, α + 2ε].
Avec les notations du paragraphe précédent, on a donc Lµε(νε) = β et par
construction |Lµ(νε)− Lµε(νε)| ≤ ε donc |Lµ(νε)− α| ≤ 3ε.

Il s’ensuit que, pour tout ε > 0, on a

dim Eµ(α) ≤ sup
ν∈M(σ):|Lµ(ν)−α|≤3ε

hν/ logm.

Comme {ν ∈M(σ) : |Lµ(ν)−α| ≤ 3ε} est compact et l’entropie semi-continue
supérieurement, le sup précédent est atteint en une mesure mε. Alors, toute
valeur d’adhérence faible m0 de la suite (m1/k)k≥1 est dans Fµ(α) et par
construction dim Eµ(α) ≤ hm0/ logm. �

7.2. Principe variationnel et raffinement. — Le principe variationnel
(théorème 7.2) peut s’énoncer pour les moyennes de Birkhoff et se généraliser
pour une grande classe de systèmes dynamiques. Ce principe variationnel peut
également être raffiné.

Soit X un espace métrique compact et T : X → X une application conti-
nue. Nous nous sommes intéressés au système dynamique topologique (X,T ).
Soit B un espace de Banach réel et B∗ son espace dual, leur dualité étant
notée 〈·, ·〉. Nous considérons B∗ comme un espace localement convexe muni
de sa topologie ∗-faible σ(B∗,B). Pour toute fonction continue Φ : X → B∗,
considérons ses moyennes de Birkhoff

AnΦ(x) =
1
n

n−1∑
n=0

Φ(T jx) (n ≥ 1).

Nous voudrions étudier le comportement asymptotique de AnΦ(x) sous la
topologie σ(B∗,B) pour différents points x ∈ X.

Fixons un sous-ensemble E ⊂ B. Pour une suite {ξn} ⊂ B∗ et un point

ξ ∈ B∗, nous désignons par lim supn→∞ ξn
E
≤ ξ le fait

lim sup
n→∞

〈ξn, w〉 ≤ 〈ξ, w〉, ∀w ∈ E.

La signification de lim supn→∞ ξn
B= ξ est évidente. Il est aussi clair que

lim supn→∞ ξn
B
≤ ξ , ou de façon équivalente lim supn→∞ ξn

B= ξ signifie que ξn
converge vers ξ pour la topologie σ(B∗,B).

Soit α ∈ B∗ et E ⊂ B. Notre objet d’étude est l’ensemble

XΦ(α;E) =
{
x ∈ X : lim sup

n→∞
AnΦ(x)

E
≤ α

}
.
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L’ensemble XΦ(α; B) sera simplement noté par XΦ(α). C’est l’ensemble des
points x ∈ X tels que limn→∞AnΦ(x) = α pour la topologie σ(B∗,B). Si Ê
est le cône convexe engendré par E , alors XΦ(α,E) = XΦ(α, Ê). Pour cette
raison, nous pouvons toujours supposer que E est un cône convexe. Observons
que si E est symétrique (i.e. E = −E), nous avons

XΦ(α,E) =
{
x ∈ X : lim

n→∞
AnΦ(x) E= α

}
.

Nous définissons le spectre d’entropie par la fonction

EEΦ (α) = htop(XΦ(α;E))

où htop(A) désigne l’entropie topologique d’un ensemble A ⊂ X au sens de
Bowen ([37], voir aussi [38]). Sur Σ+

m, on a htop(A) = dimA · logm. La des-
cription du spectre d’entropie fait intervenir les sous-ensembles de mesures
invariantes

MΦ(α;E) =
{
µ ∈Minv :

∫
Φdµ

E
≤ α

}
où Minv est l’ensemble des probabilités T -invariantes,

∫
Φdµ est une intégrale

à valeurs vectorielles au sens de Pettis et l’inégalité ”
E
≤” signifie∫

〈Φ, w〉dµ ≤ 〈α,w〉 pour tout w ∈ E.

On dit qu’un système dynamique (X,T ) possède la propriété de spécification
si pour tout ε > 0 il existe un entier m(ε) ≥ 1 ayant la propriété que pour tout
entier k ≥ 2, tous points x1, . . . , xk dans X et tous entiers

a1 ≤ b1 < a2 ≤ b2 < · · · < ak ≤ bk
vérifiant ai − bi−1 ≥ m(ε)(∀2 ≤ i ≤ k), il existe un point y ∈ X tel que

d(T ai+ny, Tnxi) < ε (∀ 0 ≤ n ≤ bi − ai, ∀1 ≤ i ≤ k).

La spécification a été introduite par Bowen ([37]). Pour la classe des systèmes
dynamiques ayant la propriété de spécification, nous avons le principe varia-
tionnel suivant.

Théorème 7.3 ([87]). — Supposons que (X,T ) est un système ayant la pro-
priété de spécification. Alors

(a) Si MΦ(α;E) = ∅, on a XΦ(α,E) = ∅.
(b) Si MΦ(α;E) 6= ∅, on a

(71) htop(XΦ(α;E)) = sup
µ∈MΦ(α;E)

hµ.
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Lorsque B est un espace euclidien de dimension finie Rd et E = Rd, le
principe variationnel (71) a été prouvé pour différents systèmes [80, 81, 105,
214]. Il y a d’autres travaux liés à ce sujet [27, 28, 181, 182, 193, 216].

Mais il faut signaler qu’il y a des systèmes, comme le système de Gauss des
fractions continues, pour lesquels le principe variationnel n’est plus valable
sous la même forme [88].

Revenons sur Σ+
m sur lequel on a dimA = 1

logmhtopA pour tout A ⊂ Σ+
m.

Soit Φ : Σ+
m → R une fonction höldérienne. Pour α ∈ R, a ∈ R et 0 ≤ β < 1,

considérons

XΦ(α; a, β) =
{
x ∈ Σ+

m : SnΦ(x)− nα ∼ anβ
}

où un ∼ vn signifie un/vn → 1 et, par convention, le cas a = 0 ou β = 0 signifie
que SnΦ(x)− nα est bornée.

Théorème 7.4 ([89]). — Supposons que Φ : Σ+
m → R est une fonction

Höldérienne. Soit α ∈ R, a ∈ R et 0 ≤ β < 1. Pour toute mesure de Gibbs µψ
associée à un potentiel höldérien ψ telle que

∫
Φdµψ = α, on a

(72) dimXΦ(α; a, β) ≥ dimµψ

Par conséquent, on a la formule

(73) dimXΦ(α; a, β) = max
{

dim ν : ν ergodique ,
∫

Φdν = α

}
.

Observons que les XΦ(α; a, β) avec différents choix de (a, β) constituent un
ensemble non-dénombrable de morceaux de XΦ(α), qui ont la même dimension
que XΦ(α).

Ce raffinement du principe variationnel permet d’effectuer une étude fine
des fonctions de Weierstraß

Wτ (x) =
∞∑
n=1

2−τn sin 2nx

(0 < τ ≤ 1), y compris la fonction de Hardy correspondant à τ = 1 [89]. Les
points x tels que SnΦ(x) − nα soient borné sont liés à la non-dérivabilité en
géométrie du triangle [52].

7.3. Produits de Bernoulli de matrices positives. — Les résultats de
la section 7.1 s’appliquent en particulier aux mesures associées comme dans la
section 3.4.1 à des produits de Birkhoff de matrices strictement positives. Ils ne
couvrent donc pas le cas de matrices seulement positives. Pourtant, l’exemple
de produit de Bernoulli de matrices positives est important dans l’étude des
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mesures auto-similaires (voir par exemple la section 3.5.2 et [102, 95, 217,
218, 100]).

Supposons données m matrices positives M0, . . . ,Mm−1. Pour w ∈ Σ∗m, on
note

Pw = Mw1 . . .Mw|w| .

On a le résultat suivant.

Théorème 7.5 ([102, 100]). — Supposons qu’il existe un entier r ≥ 1 tel
que

∑r
k=1(M0 + · · ·Mm−1)r > 0, i.e.

∑m−1
i=0 Mi est irréductible. Alors (avec la

convention 0q = 0)

P (q) = lim
n→∞

1
n

log
∑
w∈Σnm

‖Pw‖q

existe pour tout q ∈ R. De plus, il existe une mesure ergodique µ telle que

µ([w]) ≈ ‖Pw‖ exp(−|w|P (1)), ∀ w ∈ Σ∗,

et dim Eµ(α) = τ∗µ(α) en tout point α tel que τ∗µ(α) ≥ 0. Enfin, τµ(q) =
(qP (1)− P (q))/ logm et τµ est dérivable sur R∗+.

Nous allons simplement indiquer le schéma des preuves de l’existence de µ,
de la dérivabilité de τµ en q > 0 et enfin du fait que dim Eµ(α) = τ∗µ(α) si
α = τ ′µ(q) pour q > 0 (ces résultats sont établis dans [102] ; on consultera
aussi avec bénéfice [217]). Le calcul de dim Eµ(α) pour les autres α se ferait
en raffinant l’approche développée dans la preuve du théorème 7.1 (voir [100]).

Dans toute la suite, étant données deux familles de fonctions positives
{ui}i∈I et {vi}i∈I , on écrira ui ≈ vi pour dire qu’il existe une constance C > 0
telle que C−1ui ≤ vi ≤ Cui pour tout i ∈ I.

Pour tout q > 0, posons sn(q) =
∑

w∈Σnm
‖Pw‖q. On montre que comme

dans le cas où les matrices seraient strictement positives,∑
v∈Σp

‖Pw·v‖q ≈ ‖Pw‖sp(q), ∀ n, p ≥ 1, w ∈ Σn
m

et donc
sn+p(q) ≈ sn(q)sp(q), ∀ n, p ≥ 1

(on notera que contrairement au cas de matrices strictement positives, en
général on n’a pas ‖Pw·v‖ ≈ ‖Pw‖‖Pv‖). Par conséquent, il existe un unique
nombre P (q) tel que ∑

w∈Σnm

‖Pw‖q ≈ exp(nP (q)).



96 JULIEN BARRAL, AIHUA FAN ET JACQUES PEYRIÈRE

Pour n ≥ 1, soit µq,n la mesure obtenue en répartissant uniformément la masse
‖Pw‖q/sn(q) sur chaque [w]. Soit νq une valeur d’adhérence de cette suite. On
montre qu’il existe C > 0 tel que, pour tout w et v dans Σ∗ et i > |w|, on ait

2r∑
k=1

νq
(
[w] ∩ σ−(i+k)([v])

)
≥ C−1νq([w])νq([v])(74)

νq([w · v]) ≤ Cνq([w])νq([v]).(75)

Toute valeur d’adhérence µq de N−1
∑N

k=0 νq ◦ σ−k est invariante et satisfait
encore (74) et (75), avec une autre constante C. De plus, on peut déduire
de (74) que µq est ergodique. Comme par construction de νq il existe une
constante C telle que l’on ait

(76) µq([w]) ≈ ‖Pw‖q exp(−|w|P (q)),

l’ergodicité de µq impose que µq soit la seule mesure ergodique satisfaisant
(76).

On prend donc µ = µ1. On déduit de (76) que

(77) µq([w]) ≈ µ([w])qm|w|τµ(q).

L’inégalité (75) satisfaite par µq et le théorème ergodique sous-multiplicatif

de Kingman impliquent que limn→∞
log µq([x|n])

−n logm existe µq-presque partout. Par
conséquent, d’après le théorème 5.16, τ ′µq(1) existe. Or (77) implique τµq(r) =
τµ(qr)− rτµ(q) pour tous q, r > 0, et on obtient la dérivabilité de τµ en tout
q > 0 comme dans le cas où µ est quasi-Bernoulli.

Enfin, l’inégalité µq([w]) ≤ Cµ([w])qm|w|τµ(q) donne la validité du forma-
lisme multifractal en α = P ′(q) si q > 0.

7.4. Mesures quasi-Bernoulli sur l’espace symbolique auto-affine.
— Nous examinons maintenant la situation dans laquelle l’espace sympolique
est muni d’une métrique adaptée au codage d’un tapis de Sierpinski auto-affine
par cet espace, et donc à l’étude des projections de mesures de Gibbs sur ces
tapis qui seront définis dans la section 7.5.3. L’étude est plus délicate que dans
la section précédente qui correspond au cas auto-similaire. Nous ne traiterons
que le cas des mesures quasi-Bernoulli. Le cas des mesures presque multipli-
catives générales est beaucoup plus difficile et traité dans [12] ; il repose sur
l’introduction d’un formalisme thermodynamique à poids.
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On se donne deux entiers m1 et m2 supérieurs ou égaux à 2, et on identifie
Σ+
m1m2

et Σ+
m1
× Σ+

m2
. On suppose m1 ≤ m2 et on pose

s =
logm1

logm2
.

Chaque ensemble Σ+
mi , i ∈ {1, 2}, est muni de la distance

di(z, z′) = m
−|z∧z′|
i ,

et le produit Σ+
m1
× Σ+

m2
est muni de la distance produit

d
(
(x, y), (x′, y′)

)
= max

(
d1(x, x′), d2(y, y′)

)
.

Pour tout n ≥ 1, soit Fn l’ensemble des boules de rayon m−n2 dans (Σ+
m1
×

Σ+
m2
, d). Soit g(n) le plus petit entier p tel que m−p1 ≤ m−n2 . On a

(78) Fn =
{

[w1 · w̃1]× [w2] : (w1, w̃1, w2) ∈ Σn
m1
× Σg(n)−n

m1
× Σn

m2

}
.

Si z ∈ Σ+
m1
× Σ+

m2
et n ≥ 0, on note Bn(z) l’unique élément de Fn conte-

nant z. On a Bn(z) = B(z,m−n2 ).
On se donne une mesure µ non nulle de type quasi-Bernoulli sur Σ+

m1
×Σ+

m2
.

Pour q ∈ R on définit sur les cylindres de Σ+
m1

l’application

Iµ,q([w1]) =
∑

w2∈Σ
|w1|
m2

µ([w1]× [w2]))q,

et on vérifie aisément qu’elle satisfait elle-même une propriété de type quasi-
Bernoulli. Ceci permet de définir

βµ(q) = − 1
logm

· P
(
q(1− s) log Iµ,1 + s log Iµ,q

)
.

Notons π∗1µ la projection de µ sur Σ+
m1

, et définissons pour q ∈ R

τ̃µ(q) = − lim
n→∞

1
n

logm2

∑
(w1,w2)∈Σnm1

×Σnm2

µ([w1]× [w2])q.

Alors, on a pour tout q ∈ R

(79) τµ(q) = τ̃µ(q) + (1− s)τπ∗1µ(q),

et il résulte d’une inégalité de convexité (voir [16]), que

βµ(q) ≥ τµ(q),
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l’inégalité étant stricte en dehors du point 1 en général si m1 < m2, tandis que
si m1 = m2, on a clairement βµ(q) = τµ(q). On peut aussi montrer simplement
en utilisant les définitions que l’on a

Bµ = τµ

(on peut aussi consulter [186] qui traite le cas des mesures produits de Ber-
noulli). De plus, la fonction τµ est la somme de deux fonctions de partitions
τ (voir (79)) associées à des mesures quasi-Bernoulli, donc elle est dérivable
d’après le théorème 7.1.

Le résultat suivant (exception faite de l’étude du spectre multifractal aux
bornes de son support) est prouvé dans [149, 186] pour les mesures produits
de Bernoulli et dans [16, 17] pour une mesure quasi-Bernoulli en général.
Sa preuve combine les techniques introduites dans [171] pour le calcul de la
dimension de Hausdorff des tapis de Sierpinski auto-affines et certains éléments
de l’analyse multifractale dans le cas auto-similaire. Il est aussi important de
souligner que pour étudier le cas d’une mesure de Gibbs associée à un potentiel
höldérien général, on doit introduire des mesures auxiliaires de type quasi-
Bernoulli construites en suivant le modèle général décrit dans la section 3.4.2,
et qui ne sont donc plus a priori des mesures de Gibbs, alors que dans le cas
des mesures produits de Bernoulli, ces mesures auxiliaires sont encore de ce
type. Ces mesures quasi-Bernoulli représentent des états d’équilibre dans le
formalisme thermodynamique à poids étudié dans [12].

Théorème 7.6. — Soit µ une mesure quasi-Bernoulli sur Σm1 ×Σm2. Alors
(1) bµ = βµ et bµ est dérivable ;
(2) dim supp(µ) = −βµ(0) ;
(3) dim Eµ(α) = b∗µ(α) pour tout α ≥ 0 tel que b∗µ(α) ≥ 0.

Notons que le résultat dim supp(µ) = −βµ(0) correspond au calcul fait
dans [171] de la dimension de Hausdorff du tapis de Sierpinski naturellement
codé par le support de µ (cf. section 7.5.3).

On s’intéresse aussi naturellement au spectre multifractal associé au com-
portement de la mesure µ sur les cylindres, qui rappelons-le ne sont plus ici les
boules quand m1 < m2. On regarde donc, comme dans le cas auto-similaire,
les ensembles

Eκ(α) =
{

(x, y) ∈ supp(µ) : lim
n→∞

logm2
µ([x|n]× [y|n])
−n

= α

}
, (α ≥ 0).

Soit κ
(
(x, y),m−n2

)
= logµ([x|n]× [y|n]). Pour q ∈ R définissons

βκ(q) = −P
(
s logm1

Iµ,q
)
.
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On a un énoncé identique au précédent.

Théorème 7.7. — [17] Soit µ une mesure quasi-Bernoulli sur Σm1 × Σm2.
Alors

(1) bκ = βκ et bκ est dérivable ;
(2) dim Eκ(α) = b∗κ(α) pour tout α ≥ 0 tel que b∗κ(α) ≥ 0.

Démonstration des théorèmes 7.6 et 7.7.

• Mesures auxiliaires. Nous adoptons la convention 0q = 0 pour tout q ∈ R.
Alors, pour q ∈ R, n ≥ 1 et (w1, w2) ∈ Σn

m1
× Σn

m2
soit{

θq([w1]) = r
nβµ(q)
1 Iµ,1([w1])q(1−s)Iµ,q([w1])s

θ̃q([w1]) = r
nβκ(q)
1 Iµ,q([w1])s

puis 
ψq([w1]× [w2]) = θq([w1])

µ([w1]× [w2])q

Iµ,q([w1])

ψ̃q([w1]× [w2]) = θ̃q([w1])
µ([w1]× [w2])q

Iµ,q([w1])

.

Les fonctions ψq et ψ̃q sont par construction presque multiplicatives, de pres-
sion topologique nulle et respectivement fortement équivalentes aux restric-
tions à Cm1 × Cm2 de deux mesures ergodiques quasi-Bernoulli µq et µ̃q de
même support que µ.

On a les propriétés fondamentales suivantes qu’il convient de comparer
avec (66) dans le cas auto-similaire.

Soit q ∈ R. Pour tout (x, y) ∈ supp(µ) et n ≥ 1, soit

un(x) =
Iµ,1([x|n])q

Iµ,q([x|n])
, ũn(x) =

1
Iµ,q([x|n])

.

Proposition 7.1. — [17] On a

1.
µq
(
Bn(x, y)

)
µ
(
Bn(x, y)

)q
m
nβµ(q)
2

≈ un(x)
ug(n)(x)s

, (x, y) ∈ supp(µ), n ≥ 1;

2.
µ̃q
(
Bn(x, y)

)
µ([x|n]× [y|n])qrnβκ(q)

2

≈ ũn(x)
ũg(n)(x)s

, (x, y) ∈ supp(ψ), n ≥ 1

• Dérivabilité de βµ et βκ. On a fait observer au début de cette section que
βµ ≥ τµ et τµ est dérivable. Comme les fonctions βµ et τµ sont concaves et que
par construction βµ(1) = τµ(1) = 0, il s’ensuit que β′µ(1) existe et est égal à
τ ′µ(1).

Le lecteur patient peut alors vérifier la proposition suivante.
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Proposition 7.2. — [17] Pour tout (q, r) ∈ R2 on a :

1. βµq(r) = βµ(qr)− rβµ(q).
2. βeµq(r) = βκ(qr)− rβκ(q).

Alors, on conclut comme pour la dérivabilité de τµ dans le cas auto-similaire.

• βµ ≤ bµ et βκ ≤ bκ.
Nous utilisons les notations de la proposition 7.1. Pour tout (x, y) ∈ supp(µ),
par construction on sait qu’il existe 0 < a < b <∞ tels que l’on ait

a ≤ un(x)1/n ≤ b (∀n ≥ 1).

Etant donnée la définition de g(n), il s’ensuit nécessairement que

lim sup
n→∞

(un(x)/ug(n)(x)s)1/n ≥ 1.

De même pour
lim sup
n→∞

(ũn(x)/ũg(n)(x)s)1/n ≥ 1.

La proposition 7.1 et les définitions de bµ et bκ impliquent alors le résultat.
Comme dim supp(µ) ≤ −bµ(0), on a également la borne supérieure souhaitée
pour dim supp(µ).

• dim Eµ(β′µ(q)) ≥ β∗µ(β′µ(q)) et dim Eκ(β′κ(q)) ≥ β∗κ(β′κ(q)) pour tout
q ∈ R.
En appliquant le théorème ergodique de Kingman [150] à la suite log un(x),
on obtient

lim sup
n→∞

( µq
(
Bn(x, y)

)
µ
(
Bn(x, y)

)q
m
nβµ(q)
2

)1/n
≤ 1 pour µq-presque tout (x, y)

et un résultat analogue pour κ. Le résultat provient alors d’un argument sem-
blable à celui conduisant au lemme 6.1. La borne inférieure pour dim supp(µ)
est fournie par l’inégalité

dim Eµ(β′µ(0)) ≥ β∗µ(β′µ(0)) = −βµ(0).

Les deux points précédents combinés aux inégalités dim Eµ(α) ≤ b∗µ(α)
et dim Eκ(α) ≤ b∗κ(α), valables pour tout α (proposition 6.2), donnent les
égalités bµ = βµ et bκ = βκ ainsi que les dimensions des ensembles Eµ(α) et
Eκ(α) pour α de la forme β′µ(q) et β′κ(q) respectivement.

Il reste le cas des exposants extrémaux. La preuve étant assez longue et
fastidieuse, nous donnons juste une idée de la façon de procéder dans le cas
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de l’analyse multifractale de µ, le cas de κ se traitant de façon similaire.
Examinons par exemple

αmin = lim
q→∞

β′µ(q).

Il suffit de construire une mesure µ∞ chargeant Eµ(α) et de dimension
inférieure au moins égale à

β∗µ(αmin) = lim
q→∞

β∗µ
(
β′µ(q)

)
= β′µ(q)q − βµ(q).

On peut tenter la construction d’un ensemble de Cantor de type Moran
comme dans le cas auto-similaire, mais cette idée n’aboutit pas. Plutôt que
de concaténer des mots, l’idée consiste à concaténer des mesures de type µqn
pour une suite (qn)n≥1 tendant vers l’infini. Etant données une telle suite et
une suite d’entiers (pn)n≥1, on note νn la restriction de µqn à Cpnm1 × C

pn
m2 . On

considère alors sur Σm1 × Σm1 la mesure µ∞ = ⊗∞n=1νn. On peut choisir la
suite (pn)n≥1 pour que la mesure ainsi obtenue convienne (voir [12]). �

7.5. Réalisations géométriques.—

7.5.1. Projections canoniques des mesures presque multiplicatives sur des
grilles régulières de l’intervalle [0, 1]. — Une mesure presque multiplicative
µ sur Σ+

m se projette naturellement sur la grille m-adique de [0, 1], ou sur la
grille m̃-adique de [0, 1]d si m = m̃d. On montre alors dans [9, 106] que le
formalisme multifractal associé aux boules centrées est également valable pour
la mesure projetée ν en tout α tel que τ∗µ(α) ≥ 0. Cela tient essentiellement au
fait suivant. Si α ≥ 0 est tel que τ∗µ(α) ≥ 0, on peut construire la mesure µα
évoquée plus haut de sorte que pour µα-presque tout x, pour n grand, la
να-mesure de In(π(x)) (l’intervalle m-adique de génération n contenant x) est
comparable à celle de ses intervalles m-adiques voisins de même génération, de
sorte que la mesure de ν(B(π(x),m−n)) se comporte elle aussi comme m−nα.

Revenons sur l’exemple de la (2, 3)-convolution de Bernoulli définie dans la
section 3.5.2.

Théorème 7.8. — Soit ν la (2, 3)-convolution de Bernoulli. Alors
(1) dim Eν(α) = τ∗ν (α) pour tout α tel que τ∗ν (α) ≥ 0 ;
(2) τµ est dérivable sur R∗+ et il existe qc < 0 tel que τν(q) = q log2 3 pour

tout q ≤ qc et τν n’est pas dérivable en qc.
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Le cas de la convolution de Bernoulli ν̃ associée au nombre d’or β = 1+
√

5
2 ,

c’est à dire de la mesure obtenue comme loi de la variable aléatoire

β − 1
β

∑
n≥0

εnβ
−n

où les εn sont i.i.d. et prennent les valeurs 0 et 1 avec équiprobabilité, est
également traité dans [106] en montrant une relation de type (24) avec la
projetée naturelle, cette fois sur une grille distordue, d’une mesure de Gibbs
au sens faible sur Σ3. La fonction τeν elle aussi se linéarise au voisinage de
−∞ et n’est pas dérivable au point critique où elle devient linéaire [106]. Ceci
montre que les mesures ν et ν̃ ne peuvent être de type quasi-Bernoulli pour
aucun codage par un espace symbolique sur un alphabet fini. Une étude a
été entreprise dans [93] pour l’absolue continuité de la loi de probabilité de
la série géométrique ci-dessus lorsque (εn) est une châıne de Markov au lieu
d’une suite de Bernoulli.

Une étude systématique des propriétés multifractales des convolutions de
Bernoulli associées aux nombres de Pisot racines des polynômes de la forme
xk − xk−1 − · · · − 1 (k ≥ 2) est faite dans [98], où l’on trouve une discussion
complète des propriétés de dérivabilité de la fonction τ pour ces mesures. En
particulier, le Lq-spectre est C∞ quand k ≥ 3.

La partie du théorème 7.8 portant sur la validité du formalisme multifractal
est une conséquence du théorème 7.1 et de la propriété vue à la section 3.5.2
que ν est liée par la relation (24) à la projection sur la grille dyadique d’une
mesure de Gibbs au sens faible sur Σ2. Le fait que la fonction τν soit dérivable
sur R∗+ provient de (24) et du théorème 7.5. Le fait que τν soit non dérivable
au point où elle se linéarise se montre en utilisant la même méthode que pour
prouver la propriété analogue pour la convolution de Bernoulli associée au
nombre d’or (voir [106]).

Nous établissons le fait que τν est linéaire au voisinage de −∞. On a clai-
rement τν = τµ, où µ est la mesure invariante introduite dans la section 3.5.2.
On a vu à la fin de la section 3.5.2 que µ est une mesure de Gibbs au sens
faible associée au potentiel φ et que P (φ) = 0. Donc τµ(q) = −P (qφ)/ log 2
pour tout q ∈ R.

Appliquons le principe variationnel (44) à qφ et à la mesure invariante δ0.
On a P (qφ) ≥ qφ(0) + hδ0 = −q log 3, donc τµ(q) ≤ q log 3/ log 2.

Il reste à prouver que τµ(q) ≥ q log 3/ log 2 au voisinage de −∞.
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Avec les notations de la section 3.5.2, pour tout n ≥ 1 et q < 0 on a∑
w∈Σ+

2

µ([w])q = 2−q3−nq
∑
w∈Σ+

2

(tV PwV )q

= 2−q3−nq · 2
n∑
k=1

∑
a1+···+ak=n,ai>0

(tV Qa1 · · ·QakV )q

≤ 21−q3−nq
∞∑
k=1

∑
a1,...,ak>0

(tV Qa1 · · ·QakV )q.

On montre par récurrence sur k ([106], Lemma 2.6) que

tV Qa1 · · ·QakV ≥
k∏
i=1

(
ai + β2

β2

)
,

avec β = (1 +
√

5)/2. Par conséquent,∑
w∈Σ+

2

µ([w])q ≤ 21−q3−nq
∞∑
k=1

∑
a1,...,ak>0

k∏
i=1

(
ai + β2

β2

)q

≤ 21−q3−nq
∞∑
k=1

( ∞∑
n=1

(
n+ β2

β2

)q)k
.

Soit q̃ = sup
{
q :

∑∞
k=1

(∑∞
n=1

(
n+β2

β2

)q)k
<∞

}
. Par définition de τµ, si

q < q0, on a τµ(q) ≥ q log 3/ log 2 si q < q̃. De plus, comme τµ est continue et
τµ(0) = −1, on a q̃ ≤ sup{q : τµ(q) = q log 3/ log 2} < 0.

7.5.2. Mesure de Gibbs sur le cookie-cutter et son inverse. — Nous revenons
à l’exemple de mesure de Gibbs sur un répulseur conforme K introduit dans
la section 3.5.1. L’analyse multifractale de la mesure µϕ est faite dans [203].
Nous supposerons sans perte de généralité que P (ϕ ◦ π−1) = 0.

Théorème 7.9. — Pour tout q ∈ R, τµϕ(q) est l’unique réel t tel que la
pression topologique de qϕ+t log |T ′| soit nulle. La fonction τµϕ est analytique,
et le formalisme multifractal est valide en tout point où τ∗µϕ est positive.

Il est naturel de considérer la mesure discrète νϕ obtenue comme l’inverse
de µϕ par la formule

νϕ([0, x]) = sup{t ∈ [0, 1] : µϕ([0, t]) ≤ x}.

Du fait du caractère purement discontinu de νϕ, son analyse multifractale
nécessite l’introduction de résultats dits d’ubiquité hétérogène, dans les détails
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desquels nous ne rentrerons pas. Le lecteur intéressé pourra consulter [20], [21]
et [22]. Nous donnons juste le résultat obtenu dans [23] pour νϕ.

On considère dans l’énoncé suivant les ensembles

Eνϕ(α) =
{
t ∈ [0, 1] : lim inf

r→0

log νϕ(B(t, r)
log r

= α
}
.

Théorème 7.10. — Pour tout q ∈ R, on a τνϕ(q) = min
(
− τ−1

µϕ (−q), 0
)
. En

particulier, on a τµϕ(q) = 0 si et seulement si q ≥ dim K. On a dim Eνϕ(α) =
τ∗νϕ(α) si τ∗νϕ(α) ≥ 0 et Eνϕ(α) = ∅ sinon.

7.5.3. Mesures de Gibbs sur les tapis de Sierpinski auto-affines. — Avec les
notations de la section 7.5.3, étant donnée une partie S de {0, . . . ,m1 −
1} × {0, . . . ,m2 − 1} de cardinal au moins 2 pour éviter les cas triviaux,
le tapis de Sierpinski associé à S dans [0, 1]2 est l’attracteur K associé à
S = {(x, y) 7→ (x/m1x + s1/m1, x/m2 + s2/m2) : (s1, s2) ∈ S} comme dans
la section 3.5.1. Etant donnée une mesure presque multiplicative µ de sup-
port

⋂
n≥0 σ

−n([S]) dans Σm1 × Σm2 , se pose la question de la validité du
théorème 7.6 pour la mesure µ̃ obtenue comme l’image sur K d’une mesure
quasi-Bernoulli µ de support

⋂
n≥0 σ

−n([S]) dans Σm1 × Σm2 par l’applica-
tion πS. Jusqu’ici, on contrôle finement le comportement local de µ sur cer-
taines boules de l’espace symbolique analysé par les mesures µq ; ces boules
se projettent dans le plan sur des ”presque” carrés dont on contrôle bien
le comportement de la µ̃-masse. L’extension à µ̃ du théorème est possible
si l’on est capable de contrôler aussi la µ̃-masse des huit voisins de même
génération d’un tel presque carré. Pour pouvoir le faire, on ne peut jus-
qu’ici pas se passer de faire des hypothèses supplémentaires. Nous définissons

S1 = {s1 : (s1, s2) ∈ S}, S2 = {s2 : (s1, s2) ∈ S} et introduisons trois pro-
priétés, (P1), (P2) et (P3).

(P1) |s1 − s′1| ≥ 2 pour toute paire {s1, s
′
1} d’éléments distincts de S1.

(P2) {0,m1 − 1} ∩ ({0, . . . ,m1 − 1} \ S1) 6= ∅.
(P3) {0,m1 − 1} ⊂ S1 et pour tout q > 0,

lim
n→∞

1
n

log Iµ,q([0n]) = lim
n→∞

1
n

log Iµ,q([(r1 − 1)n]),

où pour j ∈ {0,m1 − 1} et n ≥ 1, jn est le mot de longueur n dont toutes les
lettres sont égales à j.

Le résultat suivant est obtenu dans [16, 17]. Il fait suite à une version plus
faible obtenue dans [149] et [186] quand µ est une mesure de Bernoulli et sous
l’hypothèse de séparation géométrique très forte que non seulement (P1) est
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satisfaite, mais que si s1 ∈ S1, alors on a nécessairement |s2−s′2| ≥ 2 si (s1, s2)
et (s1, s

′
2) sont dans S et distincts. Cette hypothèse élimine complètement la

discussion sur le contrôle des presque carrés voisins évoquée plus haut. En fait
il suffit de supposer (P1) vérifiée pour éliminer cette discussion.

La propriété (P2) assure qu’une des bandes [0, 1/m1]×[0, 1] et [1−1/m1, 1]×
[0, 1] ne rencontre pas le support de µ̃ et (P3) assure que, si les deux bandes
rencontrent ce support, il doit y avoir de la périodicité dans la distribution
de µ̃. Par exemple quand µ̃ est une mesure de Bernoulli associée à un vecteur
de probabilité (ps)s∈S , alors (P3) a lieu si on a p(0,s2) = p(m1−1,s2) pour tout
s ∈ S de la forme (0, s2).

Théorème 7.11. — Sous les hypothèses faites ci-dessus, on a
(1) dim Eeµ(α) ≥ β∗ψ(α) pour tout α ∈ R+ tel que β∗µ(α) ≥ 0 ;

(2) dim Eeµ(α) ≤ β∗µ(α) si α ≥ β′µ(0) , et Eeµ(α) = ∅ si β∗µ(α) < 0 ;

(3) Supposons que l’une des propriétés (P1), (P2) ou (P3) soit satisfaite.
On a dim Eeµ(α) ≤ β∗µ(α) si 0 ≤ α < β′µ(0), et Eeµ(α) = ∅ si β∗µ(α) < 0. De
plus, beµ = βµ.

Le lecteur trouvera des résultats supplémentaires sur l’analyse multifractale
sur des attracteurs d’IFS auto-affines dans [64, 129]. Fixons N ≥ 2 applica-
tions linéaires contractantes inversibles de Rd A1, . . . , AN et considérons les
attracteurs K(t1, . . . , tN ) de tous les IFS de la forme S(t1, . . . , tN ) = {ti+Ai :
1 ≤ i ≤ N} avec ti ∈ Rd. Dans [64], on calcule pour 1 ≤ q ≤ 2 le Lq-
spectre de la projection d’une mesure de Gibbs définie sur Σ+

N sur presque
tout les K(t1, . . . , tN ) au sens de la mesure de Lebesgue Nd-dimensionnelle.
Dans [129], on fait pour presque tout les K(t1, . . . , tN ) l’analyse multifrac-
tale du comportement asymptotique des moyennes de Birkhoff d’un potentiel
Höldérien sur Σ+

N projetées sur K(t1, . . . , tN ). Ces résultats, très fortement
basées sur [61], sont qualitativement assez différents de ceux obtenus ici.

7.5.4. Résultats généraux pour les mesures auto-similaires et auto-
conformes. —

Mesures auto-similaires ; (OSC), type fini, et séparation faible. —
L’analyse multifractale des mesures auto-similaires (voir la section 3.5.1 pour
leur définition) a fait l’objet de nombreux travaux. Lorsque la condition (OSC)
est satisfaite par le système de fonctions itérées, un résultat général a été ob-
tenu dans [1]. En l’absence de la condition (OSC), un résultat général a d’abord
été obtenu dans [96] en dimension 1 lorsque le système de fonctions itérées
satisfait la condition de type fini (voir section 3.5.2). Puis, ce résultat a été
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étendu en toute dimension aux systèmes satisfaisant une propriété plus faible
encore, dite de séparation faible et introduite dans [153], que nous présentons
maintenant :

Le système S = {S0, . . . SN−1} est dit satisfaire la propriété de séparation
faible (WSC) si

` = sup
x∈Rd,0<r≤1

`(U(x, r)) <∞,

où U(x, r) est la boule euclidienne ouverte de centre x et de rayon r et

`(U(x, r)) = #
{
u ∈ Σ∗N : ‖Su‖ < r ≤ ‖Su|u|−1

‖ et Su(K) ∩ U(x, r) 6= ∅
}
.

Autrement dit, il existe un nombre entier m tel que pour toute boule U(x, r)
non réduite à son centre et de rayon inférieur à 1, le nombre de copies de K
de la forme Su(K) et de diamètre comparable à diamK est majoré par m.

Nous regroupons les résultats que nous venons d’évoquer dans les énoncés
suivants, où la mesure ν considérée est celle définie par (21). Notons
[αmin, αmax] l’intervalle {α : τ∗ν (α) ≥ 0}. Nous dirons qu’une mesure borélienne
positive µ satisfait le formalisme multifractal si dim Eµ(α) = τ∗µ(α) pour tout
α ∈ [αmin, αmax].

Théorème 7.12 ([1, 190]). — Supposons que S satisfasse la condition
(OSC). Alors, la mesure ν satisfait le formalisme multifractal. De plus, la
fonction τν(q) est analytique et c’est l’unique solution de l’équation :

N−1∑
k=0

pqk‖Sk‖
−t = 1.

En fait, le cas α ∈ {αmin, αmax} n’est pas traité dans [1].

Théorème 7.13 ([95, 100]). — Supposons que d = 1 et que S satisfasse la
condition de type fini. Alors, il existe une famille au plus dénombrable d’in-
tervalles fermés Ij dont les intérieurs sont disjoints, tels que ν(

⋃
j Ij) = 1,

et pour tout j la mesure ν|Ij satisfait le formalisme multifractal. De plus, la
fonction τν|Ij ne dépend pas de j, et est égale à τν sur R+. Par conséquent,
on a aussi dim Eν(α) = τ∗ν (α) pour tout α ∈ [αmin, τ

′
ν(0−)]. Enfin, la fonction

τν est dérivable sur R∗+.

Les exemples de la (2, 3)-convolution de Bernoulli et de la convolution
de Bernoulli associée au nombre d’or considérés plus haut montrent que le
formalisme multifractal peut être pleinement satisfait par des mesures auto-
similaires associées à des IFS satisfaisant la condition de type fini.
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Le résultat sur la dérivabilité de τν sur R∗+ et la validité du formalisme
(associé aux bôıtes m-adiques) en α = τ ′ν(q) pour q > 0 sont également établis
pour une classe spéciale de mesures auto-similaires satisfaisant la propriété de
type finie dans [217].

Le fait que l’on ne sache pas conclure en général pour la mesure ν quand α ∈
(τ ′ν(0−), αmax] est dans la nature des choses comme le montrent des exemples
étudiés dans [155, 104, 210, 217, 218]. Par exemple, si µ désigne la mesure
uniforme sur l’ensemble de Cantor, alors ν = µ ∗ µ ∗ µ satisfait (21) avec
N = 4, Sk(x) = 1

3(x + 2k) pour 0 ≤ k ≤ 3, et p = (1/8, 3/8, 3/8, 1/8), et le
spectre multifractal de ν n’est pas strictement concave à droite de τ ′ν(0−). Il
est constitué d’une partie strictement concave et d’un point isolé.

Dans [218], on propose un procédé de construction de mesures auto-
similaires satisfaisant la propriété de type finie et ayant un nombre fini
arbitrairement grand de points q < 0 en lesquels τν est non dérivable, et
donnant lieu à autant d’intervalles sur lesquels le formalisme multifractal est
violé. Voici comment procéder. Soit ` un nombre entier positif impair. Soit
p = (p0, · · · , p3`−1) un vecteur de probabilité tel que pi > 0 pour tout i et
pi = pi+2` + p2`−1−i pour 0 ≤ i ≤ `− 1.

On considère le système S constitué de 3` applications de R dans R

Si : x 7→ x+ i

2`
, Sj+2` : x 7→ −x+ i+ 1

2`
(0 ≤ i ≤ 2`− 1, 0 ≤ j ≤ `− 1)

et la mesure autosimilaire associée à S et p : ν =
∑3`−1

i=0 pi ν ◦ S−1
i . Soit

τ1(q) = − log2`

(∑`
i=1 2pqi

)
et τ2(q) = − log2`

(∑2`
i=`+1 p

q
i

)
(q ∈ R). On a

alors [218]

τν = min(τ1, τ2) et ∀α ≥ 0, dimEν(α) = max(τ∗1 (α), τ∗2 (α)).

Il y a donc autant d’intervalles sur lesquels le formalisme est violé que de
points q < 0 en lesquels les graphes de τ1 et τ2 se croisent (il est clair que par
construction de tels croisements n’ont lieu que sur R∗−).

Venons-en au résultat plus général établit dans [103] sous la condition plus
faible (WSC) introduite au début de cette section. En effet cette condition est
impliquée par la condition de type finie [180].

Théorème 7.14 ([103]). — Supposons que S satisfasse la condition (WSC).
Soit U0 une boule ouverte telle que `(U0) = `. Alors la mesure ν|U0

satis-
fait le formalisme multifractal. De plus, Eν|U0

(α) 6= ∅ si et seulement si α ∈
[αmin, αmax]. Aussi, on a τν|U0

= τν sur R+, et donc dim Eν(α) = τ∗ν (α) pour
tout α ∈ [αmin, τ

′
ν(0−)].
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Le même résultat est vrai si U0 est remplacée par une boule de la forme
Su(U0) telle que `(Su(U0)) = `, et on a τµ|S(U0)

= τµ|U0
.

Soit U = {U(x, r) : `(U(x, r)) = `}. Si dim (K \
⋃
U∈U U) = 0, alors, on a

dim Eν(α) = τ∗ν|U0
(α) pour tout α ∈ [αmin, αmax].

La validité du formalisme multifractal en tout point α de la forme τ ′ν(q)
pour q > 0 avait été obtenue dans [153]. Il s’avère que ce résultat est vrai
pour q ≥ 1 sans hypothèse sur le système S :

Un résultat général de validité pour les mesures auto-conformes. —

Théorème 7.15 ([99]). — Soit µ une mesure auto-conforme. Si q ≥ 1 et
τ ′µ(q) existe alors µ satisfait le formalisme multifractal en τ ′µ(q).

Pour avoir des résultats complémentaires sur l’analyse multifractale des
mesures de type Gibbs sur les attracteurs d’IFS, les répulseurs conformes et
les ensembles invariants hyperboliques, on pourra aussi consulter [40, 45,
58, 153, 163, 154, 102, 106, 98, 155, 104, 210, 217, 218, 99, 100] et
[191, 192, 25, 26, 105, 30], ainsi que [124, 19] pour des liens avec l’analyse
multifractale des fonctions.

Nous terminons cette sous section en donnant des éléments de preuve du
théorème 7.12

Esquisse de la preuve du théorème 7.12. — Nous utiliserons les nota-
tions des sections 3.5.1 et 5.5.5, et admettrons le résultat géométrique suivant,
qui se déduit du résultat principal de [209] et du lemme 4.2 de [190].

Lemme 7.1. — On a
∫
K | log d(x, ∂U)| dνp′(x) < ∞ pour tout vecteur de

probabilité p′ ∈ [0, 1]N .

Pour q ∈ R, désignons par pq le vecteur de probabilité (pqk‖Sk‖
−τ(q))0≤k≤N−1

et posons µq = µpq et νq = νpq . On déduit du Lemme 7.1, de la condition
(OSC) et de l’autosimilarité de νq que µq(Su(K) ∩ Sv(K)) = 0 si u n’est
pas un préfixe de v et v n’est pas non plus un préfixe de u. Ainsi, pour tout
u ∈ Σ∗N , on a νq(Su(K)) = µq([u]).

De plus, on déduit aussi du lemme qu’il existe un ensemble Eq de νq-mesure
pleine tel que pour tout x dans Eq il existe un unique t(x) ∈ Σ+

N tel que
x = πS(t(x)), et en désignant par u(x, r) l’unique élement u de S(x, r) tel que
x ∈ Su(K), on on a limr→0+ supu∈S(x,r)

∣∣∣1− |u(x,r)∧u|
|u(x,r)|

∣∣∣ = 0. Cela implique que
les copies de K de la forme Su(K) de taille comparable à r qui recontrent
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B(x, r) ont des νp-masses dont le rapport du logarithme à celui de µ(B(x, r))
tend vers 1 quand r tend vers 0.

En appliquant le théorème ergodique à logµp([t|n]), logµq([t|n]) et log ‖St|n‖
par rapport à µq, on peut également choisir Eq de sorte que pour tout x ∈

Eq, limn→∞
log νp(St(x)|n

(K))

log ‖St(x)|n
‖ = τ ′(q) et limn→∞

log νq(St(x)|n
(K))

log ‖St(x)|n
‖ = τ∗(τ ′(q)). En

particulier, l’étude faite dans la section 5.5.5 donne dimEq ≥ τ∗(τ ′(q)).
Il n’est alors pas très difficile de déduire des propriétés précédemment

énoncées le fait que pour x ∈ Eq on a aussi limr→0+
log(νp(B(x,r))

log(r) = τ ′(q), soit
Eq ⊂ Eνp(τ ′(q)), et donc dimEνp(τ ′(q)) ≥ τ∗(τ ′(q)).

Nous avons établi dans la section 5.5.5 l’inégalité τνp(q) ≥ τ(q) pour q ≥ 0.
Le cas q < 0 se traite plus aisément. Ainsi, pour tout q ∈ R nous disposons
des informations τνp(q) ≥ τ(q), τ∗(τ ′(q)) ≤ dimEνp(τ ′(q)), et d’après les
propositions 6.1 et 6.2 dimEνp(τ ′(q)) ≤ τ∗νp(τ ′(q)). Ceci est suffisant pour
conclure que τνp = τ et que le formalisme multifractal est valide en tout α de
la forme τ ′νp(q).

8. Analyse multifractale des cascades de Mandelbrot et
applications.

Nous établissons dans la section 8.1 un théorème d’analyse multifractale
associé aux cascades canoniques de Mandelbrot sur un espace symbolique.
Au passage, nous établissons les résultats de finitude des moments de la
masse totale d’une telle mesure annoncés dans la section 4.3. Puis dans la
section 8.2 nous examinons trois autres questions d’analyse multifractale qui
s’y rattachent naturellement : l’analyse multifractale de séries d’ondelettes
aléatoires, l’étude fine des accroissements d’un processus gaussien limite d’une
cascade additive, et la fragmentation auto-similaire.

8.1. Résultats sur l’espace symbolique. — Notons µ la mesure
construite dans la section 4.3.1 dans le cas statistiquement auto-similaire. Le
résultat suivant est obtenu dans [7] (sauf la partie concernant la linéarisation
de la fonction τµ obtenue dans [174]). Les techniques mises en oeuvre dans sa
démonstration sont fondamentales pour l’analyse multifractale des éléments
de la classe de [0, 1]-martingales auto-similaires décrite dans la section 4.3
(voir [14, 15]).
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Rappelons que la définition de ϕ (voir (4.3.1)) :

ϕ(q) = q − 1− lim inf
n→∞

1
n

n∑
k=1

logb E(W q).

On supposera que ϕ(q) > −∞ pour tout q ∈ R. Posons

J = {q ∈ R : ϕ′(q)q − ϕ(q) ≥ 0}, q = sup(J), et q = inf(J).

Théorème 8.1. — Supposons que ϕ(q) > −∞ pour tout q ∈ R. Les faits
suivants ont lieu avec probabilité 1 :

1. τµ(q) = ϕ(q) sur l’intervalle J ;
2. si q < +∞, alors τµ(q) = ϕ′(q)q sur [q,∞) ;
3. si q > −∞, alors τµ(q) = ϕ′(q)q sur ]−∞, q] ;
4. dim Eµ(α) = τ∗µ(α) si τ∗µ(α) ≥ 0 et Eµ(α) = ∅ sinon.

Des énoncés moins forts donnant la dimension de Eµ(α) pour chaque α

presque sûrement et non presque sûrement pour tous les α sont établis sous
des hypothèses plus ou moins fortes sur la variable W dans les travaux sui-
vants : [119, 63, 174, 1, 6] (voir aussi la remarque 8.1). Ces travaux abordent
d’autres questions intéressantes que nous avons choisi de ne pas développer ici,
comme l’analyse multifractale de la projection de la mesure µ sur des ensembles
auto-similaires en loi dans Rd. Enonçons d’abord quelques propositions qui
sont les parties essentielles de la preuve du théorème.

Rappelons que la variable Y est la masse totale de la mesure µ. Considérons
sa transformée de Laplace :

ψ(t) = E(e−tY ).

Proposition 8.1. —
(1) Soit p > 1. On a E(Y p) <∞ dès que ϕ(p) > 0,
(2) Soit p > 0. Si ϕ(−p) > −∞, alors ψ(t) = O(t−qm) et par conséquent

E(Y −qm) <∞ pour tout q ∈ (0, p).

Pour n ≥ 1 et q ∈ R soit

τ̃µ(q) = lim inf
n→∞

− 1
n

logm E
( ∑
w∈Σnm

µ([w])q
)
.

Proposition 8.2. —
(1) Avec probabilité 1, τµ(q) ≥ τ̃µ(q) pour tout q ∈ R ;
(2) τ̃µ(q) = ϕ(q) si E(Y q) <∞, τ̃µ(q) = −∞ sinon.
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Si q ∈ Int(J), w ∈ Σ∗m et n ≥ 1 soit

Yq,n(w) =
∑
v∈Σnm

mn(ϕ(q)−q)Q(w · v)q

Q(w)q

(Q(w) est défini en (32), section 4.3.1).

Proposition 8.3. —
(1) Avec probabilité 1, pour tout q ∈ Int(J) et w ∈ Σ∗m, la suite Yq,n(w)

converge vers une limite strictement positive Yq(w). De plus, pour tout n ≥ 1,
σ({Qn(w) : w ∈ Σn

m}) et σ({Yq(w) : w ∈ Σn
m}) sont indépendantes, et les

variables aléatoires Yq(w), w ∈ Σn sont des copies de Yq(∅) indépendantes.
On note aussi Yq la variable Yq(∅) ;

(2) Pour tout sous-intervalle compact K de Int(J), il existe pK > 1 tel que
E(supq∈K Y

pK
q ) <∞ ;

(3) Avec probabilité 1, pour tout q ∈ Int(J), la fonction

(80) µq([w]) = m|w|(ϕ(q)−q)Q(w)qYq(w), w ∈ Σ∗m
définit une mesure borélienne sur Σ+

m.

Proposition 8.4. — Avec probabilité 1, pour tout q ∈ Int(J), pour µq-
presque tout t ∈ Σ+

m, on a

1. lim
n→∞

logmm−nQ(t|n)
−n

= ϕ′(q),

2. lim
n→∞

logm Y (t|n)
n

= 0,

3. lim inf
n→∞

logm Yq(t|n)
−n

≥ 0.

Remarque 8.1. — Pour q ∈ R et w ∈ Σ∗m posons Wq(w) = W (w)q/E(W q).
On a 1−E(Wq logm(Wq) > 0, i.e., la limite µq de la cascade de Mandelbrot as-
sociée à (Wq(w))w∈Σ∗m est non dégénérée (voir section 4.3.1), si et seulement si
q ∈ Int(J). On peut alors obtenir l’énoncé “pour tout q ∈ Int(J), avec probabi-
lité 1, pour µq-presque tout t ∈ Σ+

m, on a limn→∞
logm(µq([t|n]))

−n = qϕ′(q)−ϕ(q)

et limn→∞
logm(µ([t|n]))

−n = ϕ′(q)” en appliquant les théorèmes 5.13 et 5.14 à
µq et au couple (µW , µW ′) = (µq, µ) respectivement. C’est cette approche qui
conduit aux résultats d’analyse multifractale moins forts mentionnés après
l’énoncé du théorème 8.1.

Démonstration du théorème 8.1. Nous allons d’abord établir la validité du
formalisme multifractal puis obtenir l’expression de τµ. Nous ne traiterons pas
le cas des points au bord de l’intervalle τ ′(J). Le lecteur intéressé par cette
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question délicate pourra se reporter à [7], et [13] pour un traitement complet.

Validité du formalisme multifractal. Notons d’abord que grâce à (80) et
aux assertions (1) et (3) de la proposition 8.4, avec probabilité 1, pour tout
q ∈ Int(J) on a

dim∗(µq) ≥ ϕ∗(ϕ′(q)),
et on déduit des assertions (1) et (2) de la même proposition que

dimEµ(τ ′(q)) ≥ ϕ∗(ϕ′(q)).

Par conséquent, la proposition 8.2 implique la validité du formalisme multi-
fractal sur Int(ϕ′(J)) et l’égalité de τµ et ϕ sur J = [q, q]. Il reste à montrer
que τµ est dérivable en q (resp. q) et linéaire sur [q,∞) (resp. (−∞, q]) si
q < ∞ (resp. q > −∞). Nous ne traitons que le cas q < ∞, le cas q > −∞
étant similaire.

Notons que l’égalité τµ = ϕ sur J implique

τ ′µ(q−) = ϕ(q)/q = hmin.

De plus, par concavité de τµ, on a

τµ(q) ≤ τµ(q) + τ ′µ(q−)(q − q) = ϕ(q) + ϕ′(q)(q − q) = hminq.

L’inégalité inverse pour q ≥ q, et donc la dérivabilité de τµ en q s’obtient en
utilisant le fait que q/q ≥ 1 pour écrire (cette idée provient de [174])∑

w∈Σnm

µ(Iw)q ≤
[ ∑
w∈Σnm

µ(Iw)q
]q/q

.

Cette inégalité implique

τµ(q) ≥ q · (τµ(q)/q) = qhmin.

�

Présentons maintenant les preuves des propositions énoncées ci-dessus. Pour
démontrer la proposition 8.1, on a besoin du lemme suivant.

Lemme 8.1 ([5]). — Pour p ∈ (1, 2], il existe Cp > 0 tel que pour toute
collection {X1, . . . , Xn} de variables aléatoires indépendantes et centrées à
valeurs complexes on ait

E
(∣∣∣ n∑

i=1

Xi

∣∣∣p) ≤ Cp n∑
i=1

E(|Xi|p).
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Démonstration de la proposition 8.1
(1) Supposons d’abord p ∈ (1, 2]. Soit n ≥ 1. Posant Y0 = 1, on a

Yn − Yn−1 = m−(n−1)
∑

w∈Σn−1
m

Q(w)
(m−1∑
k=0

m−1(W (w · k)− 1)
)
.

Les variables W (w), w ∈ Σ∗m étant i.i.d. et d’espérance 1, le lemme précédent
implique

E
(
|Yn − Yn−1|p|σ(Q(w), w ∈ Σm−1)

)
≤ Cp

∑
w∈Σn−1

m

b−p|w|Q(w)p2pm1−p E(W p),

où l’on a utilisé l’inégalité

E
(∣∣∣m−1∑

k=0

b−1(W (w · k)− 1
∣∣∣p) ≤ 2pm1−p E(W p).

Finalement

(81) E
(
|Yn − Yn−1|p) ≤ 2pCpmnϕ(p),

et l’on a bien convergence dans Lp de la martingale (Yn)n≥1, car ϕ(p) > 0.
Supposons maintenant p > 2 et supposons que nous sachions que (Yn)n≥1

est bornée dans Lp−1, où p est égal à la partie entière de p + 1 . Pour n ≥ 1,
on écrit (en reprenant l’idée utilisée dans [138])

Y p
n ≤ b−p

(m−1∑
k=0

W (k)p/pYn−1(k)p/p
)p
≤ b−p

m−1∑
k=0

W (k)pYn−1(k)p + Tn(p),

avec

Tn(p) =
∑

0≤j0,...,jm−1≤p−1
jk 6=p,j0+···+jm−1=p

γj0,...,jm−1

m−1∏
k=0

W (k)jkp/pYn−1(k)jkp/p.

Comme (Y p
n )n≥1 est une sous-martingale, on a

E(Y p
n ) ≤ b−ϕ(p) E(Y p

n−1) + E(Tn(p)) ≤ b−ϕ(p) E(Y p
n ) + E(Tn(p)).

Comme b−ϕ(p) < 1, il ne reste plus qu’à montrer que E(Tn(p)) est borné. Or,
en appliquant l’inégalité de Hölder on obtient

E(W (jk)jkp/pYn−1(k)jkp/p) ≤ (E(W jk))p/p(E(Y jk
n−1))p/p.

Le dernier terme ci-dessus est uniformément borné par rapport à jk d’après
notre hypothèse, car jk ≤ p− 1.
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(2) Le fait que les variables W (w) soient indépendantes et strictement posi-
tives dans l’équation (30) implique que l’événement {Y = 0} est de probabilité
nulle. On a donc limt→∞ ψ(t) = 0 et l’équation (30) impose

(82) ψ(t) =
(

Eψ(tW/m)
)m
.

Le résultat provient d’arguments développés indépendamment dans [136, 174,
6], puis dans [160].

Soit q > 0. Supposons que nous ayons montré que ψ(t) = O(t−mq) au
voisinage de +∞. Alors, pour x > 0 on a

P(Y ≤ x) ≤ etxψ(t)

et le choix t = mq/x donne P(Y ≤ x) = O(xmq) en 0+. Donc

E(Y −h) <∞ si h ∈ (0,mq).

Posons W̃0 = W/m et fixons q ∈ (0, p). Comme ψ ≤ 1 et limt→∞ ψ(t) = 0, on
déduit de (82) qu’il existe γ ∈ (0, 1) et t0 > 0 tels que

(83) ψ(t) ≤ γ E(ψ(tW̃0)), ∀t ≥ t0.

De plus, γ peut être choisi tel que γ E(W̃−q0 ) < 1.
Soit (W̃i)i≥1 une suite de copies de W̃0 indépendantes. Comme ψ ≤ 1, pour

t ≥ t0 on obtient par récurrence en utilisant (83) que, pour n ≥ 2, on a

φ(t) ≤ γP(W̃0t < t0) + γ E
(
1{fW0t≥t0}φ(W̃0t)

)
≤ γ E(W̃−q0 )(t0/t)q + γ2 E

(
1{fW0t≥t0}ψ(W̃0W̃1t)

)
≤ γ E(W̃−q0 )(t0/t)q + γ2 E

(
φ(W̃0W̃1t)

)
≤ γ E(W̃−q0 )(t0/t)q + γ2(E(W̃−q0 ))2(t0/t)q + γ2 E(1{fW0

fW1t≥t0}ψ(W̃0W̃1t)
)

≤ (t0/t)q
n∑
k=1

(γ E(W̃−q0 ))k + γn E(1{fW0
fW1···fWn−1t≥t0}ψ(W̃0W̃1 · · · W̃n−1t)

)
.

Comme ψ ≤ 1, γ < 1 et γ E(W̃−q0 ) < 1, on obtient ψ(t) = O(t−q) en faisant
tendre n vers l’infini. En injectant cette estimation dans (82) on obtient ψ(t) =
O(t−mq). �

Démonstration de la proposition 8.2 La concavité des fonctions τµ et τ̃µ
permet de se contenter de montrer que pour q ∈ R fixé, on a τµ(q) ≥ τ̃µ(q)
avec probabilité 1.
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Soit q ∈ R. Supposons que E(Y q) < ∞. Soit t ∈ R. En utilisant (30), on
obtient

E
(∑
n≥1

mnt
∑
w∈Σn

µ([w])q
)

= E
(∑
n≥1

mnt
∑
w∈Σn

|Q(w)|q · Y (w)q
)

=
∑
n≥1

mntm−nϕ(q) E(Y q).

En particulier τ̃F,m(q) = ϕ(q). Si t < ϕ(q) alors presque sûrement∑
n≥1

mnt
∑
w∈Σn

µ([w])q <∞,

donc τµ(q) ≥ t presque sûrement.
Si E(Y q) =∞, le calcul précédent montre que l’on a τ̃µ(q) = −∞. �

Démonstration de la proposition 8.3.
(1) et (2). Pour q ∈ Int(J) et w ∈ Σ∗m soit

Wq(w) = W q(w)/E(W q).

Si (q, p) ∈ Int(J)× [1,∞), posons

Φ(q, p) = m1−p E(W p
q ) = mpϕ(q)−ϕ(pq).

Si q ∈ Int(J), la propriété ϕ∗(ϕ′(q)) > 0 implique
∂Φ
∂p

(q, 1+) < 0, et il existe

pq > 1 tel que Φ(q, pq) < 1. Ainsi, dans un voisinage Vq de q, on a Φ(q, p) < 1.
Si K est un sous-intervalle compact non trivial de Int(J), il est recouvert
par un nombre fini de tels Vqi et, pour tout q ∈ K, on a Φ(q, pK) < 1, où
pK = infi pqi .

Nous montrons maintenant que les martingales (Yq,n(w))n≥1, q ∈ K,
convergent presque sûrement simultanément.

Pour chaque point q de K, il existe un voisinage Vq de q dans C tel que,
pour tout w ∈ Σ∗m et z ∈ V , la variable aléatoire

Wz =
W z

E(W z)

soit bien définie et de plus

sup
z∈Vq

Φ(z, pK) < 1,

où

Φ(z, pK) = m1−pK E(|Wz|pK )
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est une extension de Φ(·, pK) à Vq. En extrayant un recouvrement fini de K
par

⋃
q∈K Vq, on obtient un voisinage V de K dans C tel que

sup
z∈V

Φ(z, pK) < 1,

Pour z ∈ V et w ∈ Σ∗m, soit

Yz,n(w) =
∑
v∈Σn

mn(ϕ(z)−z)Q(w · v)z

Q(w)z
,

où ϕ(z) est défini par

mϕ(z) =
mz−1

E(W z)
.

On désignera Yz,n(∅) par Yz,n. En utilisant (81), on obtient pour n ≥ 1

‖Yz,n − Yz,n−1‖pK ≤ 2pKCpKΦ(z, pK)n/pK ≤ (sup
z∈V

Φ(z, pK))n/pK ,

où Yz.0 = 1. Comme, avec probabilité 1, les fonctions z ∈ V 7→ Yz,n, n ≥ 0,
sont analytiques, si nous fixons un disque fermé D(z0, 2ρ) inclus dans V , la
formule de Cauchy donne

sup
z∈D(z0,ρ)

|Yz,n − Yz,n−1| ≤ ρ−1

∫
∂D(z0,2ρ)

|Yu,n − Yu,n−1| |du|/2π.

Alors, l’inégalité de Jensen et le théorème de Fubini donnent

E
(

sup
z∈D(z0,ρ)

|Yz,n − Yz,n−1|pK
)
≤ 2pK

∫ 2π

0
E(|Yz0+2ρeit,n − Yz0+2ρeit,n−1|pK )

dt
2π

≤ 2pK (sup
z∈V

Φ(z, pK))n.

Donc, avec probabilité 1, Yz,n converge uniformément en z sur le compact
D(z0, ρ) vers une limite Yz, et l’on a∥∥∥∥∥ sup

z∈D(z0,ρ)
Yz

∥∥∥∥∥
pK

<∞.

Comme K peut être recouvert par un nombre fini de tels disques, on obtient
la convergence simultanée des suites (Yq,n)n≥1 vers Yq pour q ∈ K et (2).
De plus, comme Int(J) est une réunion croissante dénombrable de tels com-
pacts K et Σ∗m est dénombrable, la convergence simultanée a lieu pour toutes
les martingales (Yq,n(w))n≥1, q ∈ Int(J), w ∈ Σ∗m. L’idée de recourir à une
extension à C des fonctions Yq,n a été introduite dans l’étude des processus de
branchement [34].
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Pour terminer la preuve de (1), il faut montrer qu’avec probabilité 1, q ∈
K 7→ Yq ne s’annule pas. A une transformation affine près, supposons K =
[0, 1]. Si I est un sous-intervalle dyadique fermé de [0, 1], notons EI l’événement
{∃ q ∈ I : Yq = 0}, et notons I0 et I1 ses fils. Chaque EI est un événement de
probabilité 0 ou 1. Donc, si I est tel que P(EI) = 1, il existe j ∈ {0, 1} tel que
P(EIj ) = 1. Supposons que P(E[0,1]) = 1. La remarque précédente permet de
construire une suite strictement décroissante (I(n))n≥0 d’intervalles dyadiques
fermés tels que P(EI(n)) = 1. Soit q0 l’unique élément de

⋂
n≥0 I(n). Comme

q 7→ Yq est continue, on a P(Yq0 = 0) = 1. Ceci contredit le fait que (Yq0,n)n≥1

converge vers Yq0 dans LpK .

(3) C’est une conséquence simple de la propriété de branchement

Yq,n+1(w) = b−1
b−1∑
i=0

Wq(w · i)Yq,n(w · i) (∀n ≥ 1, ∀w ∈ Σ∗m).

�

Démonstration de la proposition 8.4.
(1) Pour ε > 0 et n ≥ 1, posons

E1
q,n,ε = {t ∈ Σ+

m : mn(ϕ′(q)−ε)m−nQn(t|n) ≥ 1}

et

E−1
q,n,ε = {t ∈ Σ+

m : mn(ϕ′(q)+ε)m−nQn(t|n) ≤ 1}.

Nous allons montrer que pour tout sous-intervalle compact K de Int(J) et
tout ε > 0 on a

(84) E
(

sup
q∈K

∑
n≥1

µq(Eλq,n,ε
)
<∞

Alors, avec probabilité 1, pour tout q ∈ K et λ ∈ {−1, 1} la série∑
n≥1 µq(E

λ
q,n,ε) converge. Comme Int(J) est réunion dénombrable de tels

compacts, ceci est vrai pour tout q ∈ Int(J). Ainsi, nous déduisons du
lemme de Borel-Cantelli appliqué à µq/‖µq‖ qu’avec probabilité 1, pour tout
q ∈ Int(J), pour µq-presque tout t ∈ Σ+

m, il existe N ≥ 1 tel que

∀n ≥ N,m−nQ(t|n)| ∈ [m−n(ϕ′(q)+ε),m−n(ϕ′(q)−ε)].

Ceci étant vrai pour une suite de nombres ε convergeant vers 0, on a la conclu-
sion.
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Prouvons (84). Soit K un intervalle compact inclus dans Int(J). Pour η ≥ 0
et q ∈ K on a

µq(E1
q,n,ε) ≤

∑
w∈Σnm

µq([w])
(
mn(ϕ′(q)−ε) ·m−nQ(w)

)η
et

µq(E−1
q,n,ε) ≤

∑
w∈Σnm

µq([w])
(
mn(ϕ′(q)+ε) ·m−nQ(w)

)−η
.

Comme µq([w]) = mn(ϕ(q)−q)Q(w)qYq(w), pour λ ∈ {−1, 1}, on a

µq(Eλq,n,ε) ≤
∑
w∈Σnm

mn(ϕ(q)−q+λ(ϕ′(q)−1)η−εη)|Q(w)|q+ληYq(w).

Posons

(85) Hη,λ
n (q) =

∑
w∈Σnm

mn(ϕ(q)−q+λ(ϕ′(q)−1)η−εη)|Q(w)|q+λη.

Ecrivons K = [q0, q1]. Comme les familles
{
Hη,λ
n (q)

}
q∈K et {Yq(w)}w∈Σnm,q∈K

sont indépendantes, on a

E(sup
q∈K

µq(Eλq,n,ε) ≤ E(sup
q∈K

Yq) E
(

sup
q∈K

Hη,λ
n (q)

)
≤ E(sup

q∈K
Yq)
(

E
(
Hη,λ
n (q0)

)
+
∫ q1

q0

E
(∣∣ d

dq
Hη,λ
n (q)

∣∣)dq).
Alors (84) vient du fait que E(supq∈K Yq) < ∞ (proposition 8.3(2)) et du
lemme suivant.

Lemme 8.2. — Il existe C > 0, δ > 0 et η∗ > 0 tels que, pour tout q ∈ K,
η ∈ (0, η∗) et λ ∈ {−1, 1}, on ait

max
{

E
(
Hη,λ
n (q)

)
,E
(∣∣ d

dq
Hη,λ
n (q)

∣∣)} ≤ Cnb−nδ.
Démonstration. Comme ϕ est C2, on peut choisir η0 > 0 tel que, pour η ∈
(0, η0), on ait

(86) δη = inf
q∈K

εη + ϕ(q + λη)− (ϕ(q) + λϕ′(q)η) > 0.

Soit

m̃(n, q, η, ε) = mn(ϕ(q)+λϕ′(q)η−ϕ(q+λη))−εη.
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Un calcul montre qu’il existe C > 0 tel que pour, η ∈ (0, η0) et n ≥ 1, on ait

E
(
Hη,λ
n (q)

)
= m̃(n, q, η, ε) ≤ m−nδη

E
(∣∣ d

dq
Hη,λ
n (q)

∣∣) ≤ Cn · m̃(n, q, η, ε) ≤ Cnm−nδη .

(2) Soit K un sous-intervalle compact de Int(J) et λ ∈ {1,−1}. Pour a > 1
et n ≥ 1, soit

Eλn,a = {t ∈ Σ+
m : Y (t|n)λ > an}.

Nous devons seulement montrer que

(87) E(sup
q∈K

∑
n≥0

µq(Eλn,a)) <∞.

On a alors qu’avec probabilité 1, pour tout q ∈ K, pour µq-presque tout t, si
n est assez grand

− log a ≤ lim inf
n→∞

log Y (t|n)
n

≤ lim sup
n→∞

log Y (t|n)
n

≤ log a.

Ceci étant vrai pour une suite de nombres a > 1 convergeant vers 1, on a la
conclusion. Montrons (87). On a

sup
q∈K

µq(Eλn,a) = sup
q∈K

∑
w∈Σnm

1{Y (w)λ>an} · µq([w])

= sup
q∈K

∑
w∈Σnm

mn(ϕ(q)−q)Qn(w)q · 1{Y (w)>an} · Yq(w).

Par conséquent,

E
(

sup
q∈K

µq(Eλn,a
)
≤ E

(
1{Y λ>an} · sup

q∈K
Yq
)

E
(

sup
q∈K

H0,0
n (q)

)
,

où H0,0
n (q) est défini comme en (85). La preuve de l’étape 1 donne C > 0 tel

que

E
(

sup
q∈K

H0,0
n (q)

)
≤ C(1 + |K|)n.

De plus, l’inégalité de Hölder implique

E
(
1{Y λ>an} · sup

q∈K
Yq
)
≤ ‖ sup

q∈K
Yq‖pKP(Y λ > an)1−1/pK

≤ ‖ sup
q∈K

Yq‖pK [E(Y λ)]1−1/pKa−n(1−1/pK).
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Puisque E(Y λ) <∞ on en déduit

E
(

sup
q∈K

µq(Eλn,a)
)

= O(na−n(1−1/pK))

(avec a > 1), donc (87).

(2) On procède comme en (2). Pour a > 1, n ≥ 0 et q ∈ K soit

F λn,a(q) = {t ∈ Σ+
m : Yq(t|n) > an}.

Pour η > 0, on a

sup
q∈K

µq(Fn,a(q)) = sup
q∈K

∑
w∈Σnm

1{Yq(w)>an} · µq([w])

≤ sup
q∈K

mn(ϕ(q)−q)Qn(w)q · a−nηYq(w)1+η.

En prenant η = pK − 1, on obtient

E
(

sup
q∈K

µq(Fn,a(q))
)
≤ a−n(pK−1) E

(
sup
q∈K

H0,0
n (q)

)
E(sup

q∈K
Y pK
q ) = O(na−n(pK−1)).

�

8.2. Applications à l’étude des trajectoires de certains processus.
—

8.2.1. Projections naturelles des cascades canoniques de Σ+
m sur

[0, 1].— Le théorème 8.1 est encore valable pour la mesure obtenue µ̃ en
projetant naturellement la mesure µ sur l’intervalle [0, 1], les ensembles Eµ(α)
et la dimension de Hausdorff s’entendant au sens de la distance usuelle sur R.
L’étude faite sur l’arbre permet de contrôler la densité logarithmique de µ

sur les intervalles m-adiques seulement. On obtient le contrôle de la µ-masse
des boules centrées et donc le résultat souhaité en étendant le résultat de
la proposition 8.4.1. aux mots de la même génération que w qui codent les
intervalles m-adiques voisin de Iw (voir [9]).

8.2.2. Séries d’ondelettes aléatoires. — Pour une fonction réelle F loca-
lement bornée définie sur un intervalle non trivial I ⊂ R, l’exposant ponctuel
de Hölder de F en t ∈ I, noté hF (t), est défini de la façon suivante : C[x]
désignant l’espace des fonctions polynomiales

hF (t) = sup
{
h ≥ 0 : ∃ P ∈ C[x], |F (u)− P (u)| = O(|u− t|h) (u→ t)

}
.

On définit alors pour h ≥ 0 l’ensemble

EF (h) = {t ∈ I : hF (t) = h}.
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Donnons-nous une ondelette ψ dans la classe de Schwartz comme il en est
construit dans [157], de sorte que les fonctions 2j/2ψ(2jt−k), j, k ∈ Z2 forment
une base orthonormée de L2(R) et que tous les moments de ψ soient nuls.

Si la fonction F est de classe Cε sur l’intérieur de I pour un ε > 0, alors
l’exposant de Hölder de F en un point t intérieur à I est donné par [123]

hF (t) = lim inf
k2−j→t

log |dj,k(F )|
log(2−j + |t− k2−j |)

en fonction des coefficients d’ondelettes de F définis par

dj,k(F ) =
∫

R
2jF (u)ψj,k(u) du.

De façon équivalente [126], en notant Ij,k l’intervalle dyadique [k2−j , (k +
1)2−j ], puis en définissant le coefficient d’ondelette dominant

λj,k(F ) = sup
Ij′,k′⊂Ij,k

|dj′,k′(F )|,

et enfin en notant λj(t) = supk,|k−[2jt]|≤1 λj,k(F ), on a

hF (t) = lim inf
j→∞

log λj(t)
log 2−j

.

Dans [2], les auteurs proposent un modèle de turbulence en construisant sur
I =]0, 1[ une série d’ondelettes dont les coefficients sont obtenus à l’aide d’une
cascade de type canonique mais non nécessairement positive : on choisit une
variable aléatoire réelle W telle que P(|W| > 0) = 1 et telle qu’il existe η > 0
tel que, pour tout h ∈ [0, η], 0 < T ′(0) <∞ et T ∗(h) < 0, où

T (q) = −1− log2 E(|W|q) (q ∈ R).

Puis on choisit une suite (W(w))w∈Σ∗2
de copies de W indépendantes. Une

série d’ondelettes F est alors définie sur I par :

F (t) =
∑
j≥0

2j−1∑
k=0

dj,k(F )ψ(2jt− k)

par ses coefficients

dj,k(F ) =W(w1)Ww1w2 · · ·W(w1w2 · · ·wj) pour k =
j∑
i=1

wi2−i.

Sous les hypothèses faites sur T , on montre en utilisant une inégalité de
type Tchernov que les produits de poids aléatoires définissant les coefficients
convergent exponentiellement vers 0, ce qui garantit que F soit continue et
höldérienne.
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Soit
W = |W|/E(|W|).

Supposons que

0 < W ≤ 2, P(W = 2) < 1/2, T > −∞ sur R.

Définissons
hmin = inf {0 < h < T ′(0) : T ∗(h) ≥ 0}

et
hmax = sup {h > T ′(0) : T ∗(h) ≥ 0}.

Alors, les résultats établis dans les sections 8.1 et 8.2.1 pour la cascade cano-
nique engendrée par les poids W (w) = |W(w)|/E(|W|) permettent d’obtenir
le résultat suivant (voir [19], où plus généralement un lien est établi entre
l’analyse multifractale des mesures et celle des séries d’ondelettes pondérées
par des coefficients déduits d’une mesure).

Dans les notations du formalisme multifractal sur Σ2, définissons

κ(t, 2−n) = log λj
(
π2(t)

)
X̃κ(α) =

{
t ∈ Σ2 : lim inf

n→∞

κ(t, 2−n)
−n log 2

= α
}
.

Posons
J = {q ∈ R : T ′(q)q − T (q) ≥ 0}

q = sup(J) et q = inf(J).

Théorème 8.2. — Avec probabilité 1, on a
(1) dim EF (h) = T ∗(h) = dim X̃κ(h) si h ∈ [hmin, hmax], et EF (h) = ∅ =

X̃κ(h) si h 6∈ [hmin, hmax] ;
(2) τκ(q) = T (q) sur l’intervalle J et τκ(q) = T ′(q)q sur ]−∞, q] ∪ [q,∞[.

8.2.3. Un processus gaussien limite d’une cascade additive. — La
proposition qui suit introduit un processus gaussien obtenu comme limite d’une
cascade additive de poids aléatoires gaussiens indépendants. Ce processus est
apparu naturellement dans un théorème central limite au cours de l’étude
des cascades de Mandelbrot comme système dynamique sur certaines lois de
probabilités [18].

Si m ≥ 2 est un entier et w ∈ Σ∗m, alors on notera Iw le sous-intervalle
m-adique de [0, 1] naturellement codé par w, et l’on notera ∆(f, Iw) l’accroi-
sement sur Iw de toute fonction f définie sur [0, 1].
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Proposition 8.5. — [18] Il existe un unique processus gaussien continu
(Xt)t∈[0,1], tel que X(0) = 0 et pour tout j ≥ 1, la matrice de covariance Mj

du vecteur
(
∆(X, Iw)

)
w∈Σjm

est donnée par

Mj(w,w′) =

b
−2j
(
1 + (b− 1)|w|

)
si w = w′,

b−2j(b− 1)|w ∧ w′| sinon.

Le processus X peut être construit de la façon suivante. Soit {ξ(w)}w∈Σ∗m

une famille de variable aléatoires indépendantes, de loi N (0, 1). Pour w ∈ Σ∗m,
soit ζ(w) la limite de la martingale

ζn(w) =
√
m− 1

∑
v∈

Sn
k=1 Σkm

m−|v|ξ(wv).

On a ζ(w) ∼ N (0, 1). Posons

(88) M(w) = m−|w|
(
ζ(w) +

√
m− 1

∑
1≤k≤|w|

ξ(w|k)
)
.

Alors, avec probabilité 1, il existe une unique fonction continue f telle que
f(0) = 0 et ∆(f, Iw) = M(w) pour tout w ∈ Σ∗m. Ces fonctions définissent un
processus stochastique de même loi que X.

La comparaison de l’expression (88) donnant l’accroissement du processusX
sur un intervalle m-adique avec celle des accroissements d’une cascade multi-
plicative de Mandelbrot sur un tel intervalle justifie la terminologie de cascade
additive.

L’expression de M(w) dans (88) indique que cet accroissement est égal à
la longueur de Iw, corrigée par la somme d’une variables gaussienne et d’une
marche aléatoire de branchement gaussienne dont l’ordre de grandeur est de
l’odre du logarithme de |Iw|, le processus est donc essentiellement monofractal
d’exposant 1. L’étude fine de cette marche aléatoire permet de préciser gran-
dement le comportement des accroissements m-adiques en considérant pour
α ∈ R les ensembles

Eα =
{
t ∈ [0, 1) : lim sup

n→∞

∆(X, In(t))
n ·m−n

= α
√
m− 1

}
,

Eα =
{
t ∈ [0, 1) : lim inf

n→∞

∆(X, In(t))
n ·m−n

= α
√
m− 1

}
,

et
Eα = Eα

⋂
Eα,

où In(t) désigne l’intervalle m-adique semi-ouvert à droite contenant t.
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Formellement, la marche aléatoire de branchement gaussienne considérée
est de même nature que le logarithme de l’accroissement d’une cascade de
Mandelbrot. Le calcul des dimensions de Hausdorff des ensembles que nous
venons de définir utilise donc les mêmes arguments que celui des ensembles
Eµ(α) dans la section 8.1. On a le résultat suivant.

Théorème 8.3. — [18] Avec probabilité 1,

1. Le module de continuité de X est un O
(
δ log(1/δ)

)
,

2. X n’est pas dans la classe de Zygmund,
3. l’ensemble E0 contient un ensemble de mesure de Lebesgue pleine en

chaque point où X n’est pas dérivable,

4. dim Eα = dim Eα = dim Eα = 1− α2

2 logm
si |α| ≤

√
2 logm, et Eα = ∅

si |α| >
√

2 logm.

Le problème de déterminer si X est ou non nulle part dérivable reste ouvert.

8.2.4. Métrique sur l’espace symbolique donnée par une cascade
et lien avec la fragmentation auto-similaire. — Nous considérons à
présent un couple (W,L) de variables aléatoires dont chaque composante per-
met de définir une cascade canonique de Mandelbrot non dégénérée. Puis on
considère une famille {(W (w), L(w))}w∈Σ∗m de copies de (W,L) indépendantes.
On obtient grâce à la construction décrite dans la section 4.3.1 deux me-
sures µW et µL sur Σ+

m, respectivement associées aux familles {W (w)}w∈Σ∗m

et {L(w)}w∈Σ∗m .
Supposons d’emblée que les variables W et L ont tous leurs moments finis.

Alors, on sait d’après le théorème 5.13 que presque sûrement les mesures µW
et µL n’ont pas d’atomes. On utilise alors µL pour définir la distance aléatoire

dL(t, t′) = µL([t ∧ t′]).

Le cas étudié dans la section 8.1 correspond à L ≡ 1. Il existe un intervalle
maximal contenant [0, 1] pour tout point q duquel l’équation

mE((W/m)q(L/m)−t) = 1

définit de façon unique un nombre ϕW,L(q), comme solution en t, de sorte que

ϕW,L(1) = 0.

La fonction ϕW,L ainsi définie est concave et analytique. De plus, si L ≤ m

presque sûrement, alors elle est clairement définie sur tout R.
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On établit que l’énoncé du théorème 8.1 est encore valable avec la nouvelle
métrique dL si l’on remplace ϕ par ϕW,L (ce modèle symbolique permet de
coder les mesures auto-similaires en loi sur Rd. Pour des résultats d’analyse
multifractale concernant ces mesures, on pourra consulter [63, 1, 6, 7, 13]).

Nous laissons ce point au lecteur et examinons la situation d’un point de
vue un peu différent, qui rejoint celui de la fragmentation auto-similaire [33].
Nous supposons à présent

W ≥ 1 et P(W > 1) > 0

et interprétons logW (w) comme le temps qu’il faut pour que le cylindre [w] se
subdivise en ses m fils (il ne s’agit plus d’utiliser W pour définir une mesure
aléatoire). On assure ainsi que presque sûrement, pour tout x ∈ Σ+

m, on a

lim
n→∞

n−1∑
k=0

logW (x|k) =∞.

On peut alors définir pour t > 0 et x ∈ Σ+
m

n(x, t) = inf
{
n :

n−1∑
k=0

logW (x|k) ≥ t
}
.

Le cylindre [x|n(x, t)], que nous noterons Ct(x) par commodité est appelé frag-
ment contenant x à l’instant t, et il change de valeur le long de la suite d’ins-
tants

tp(x) =
p−1∑
k=0

logW (x|k), p ≥ 1.

On décrit la façon dont évolue au cours du temps le diamètre |Ct(x)|L de Ct(x)
dans la métrique dL en calculant la dimension de Hausdorff des ensembles

F (α) =
{
x ∈ Σ+

m : lim
t→∞

log |Ct(x)|L
t

= α

}
(α ≤ 0).

Il n’est pas difficile de voir que

F (α) =
{
x ∈ Σ+

m : lim
n→∞

∑n
k=1 logL(x|k)∑n
k=1 logW (x|k)

= α

}
et qu’on est essentiellement ramené au problème d’analyse multifractale
précédent. Si l’on suppose L ≤ m et si l’on définit formellement ϕW,L comme
précédemment, alors on a le résultat suivant.

Théorème 8.4. — Avec probabilité 1, pour tout α ≤ 0, on a dim F (α) =
ϕ∗W,L(1/α) si ϕ∗W,L(1/α) ≥ 0 et F (α) = ∅ sinon.
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9. Percolation et recouvrement

On établit le lien entre théorie du potentiel, percolation sur un arbre et
T -martingales (sections 9.1 et 9.2). Puis on s’intéresse à la fréquence de recou-
vrement des points comme problème d’analyse multifractale dans le cadre de
recouvrements du cercle et de la droite par des intervalles aléatoires. Cela met
en oeuvre les cascades de Poisson composées comme outil (section 9.3). Enfin,
on présente des résultats liés au recouvrement du cercle par des arcs engendrés
par la dynamique x 7→ 2x relativement à une mesure de Gibbs (section 9.4).

9.1. Percolation sur un arbre. — Soit T un arbre infini et localement
fini et T = ∂T son bord muni de la métrique d(ξ, η) = e−|ξ∧η| où |ξ ∧ η| est
le nombre de noeuds communs aux deux chemins infinis ξ et η appartenant
à ∂T .

Soit p = (pn)n≥1 une suite de nombres tels que 0 < pn ≤ 1. Chaque arête
du niveau n de l’arbre T est gardée ou enlevée avec probabilité pn et 1−pn res-
pectivement. On suppose que toutes les décisions sont prises indépendamment
pour toutes les arêtes de tous les niveaux. Ce modèle s’appelle p–percolation
de Bernoulli. Si, avec une probabilité strictement positive, il reste un chemin
infini émanant de la racine de l’arbre, on dit que la percolation a lieu.

Pour ce problème de percolation, on introduit le noyau

(89) K(t, s) = Kp(t, s) =
|t∧s|∏
n=1

1
pn
.

Le bord ∂T d’un arbre infini et localement fini T peut être plongé dans un
goupe G =

∏∞
n=1 Zmn . Le noyau K défini par (89) s’étend formellement à G.

Le noyau prolongé, encore noté K, est invariant par translation dans le sens
où K(t+ τ, s+ τ) = K(t, s). Alors K(t, s) = K(t− s), où

K(t) =
|t∧0|∏
n=1

1
pn
.

Théorème 9.1 ([68, 69]). — Le noyau K(·) est Haar-intégrable si et seule-
ment si

∞∑
n=1

1
(p1 · · · pn)(m1 · · ·mn)

<∞.

De plus, sous cette intégrabilité, on a γn = K̂(n) ≥ 0 pour tout n ≥ 0.

Supposons K Haar-intégrable. Rappelons (voir aussi le chapitre 5) que le
potentiel et l’énergie (par rapport à K) d’une mesure de probabilité borélienne
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µ sur G sont respectivement définis par

Uµ(t) =
∫
K(t− s)dµ(s), Iµ =

∫
Uµ(t)dµ(t).

La capacité (par rapport à K) d’un compact E dans G est définie par I(E)−1

avec I(E) = inf Iµ où l’inf est pris sur toutes les mesures de probabilité portées
par E.

Théorème 9.2 ([68, 69]). — Supposons K Haar-intégrable. Soit E un com-
pact dans G.

(1) Si I(E) <∞, alors il existe une unique mesure de probabilité µe portée
par E telle que I(E) = Iµe.

(2) L’ensemble des t ∈ E tels que Uµe(t) < I(E) est de mesure nulle par
rapport à toute mesure d’énergie finie.

Théorème 9.3 ([68, 69, 161, 162]). — Une condition nécessaire et suffi-
sante pour que la p–percolation de Bernoulli ait lieu sur T est CapK∂T > 0,
où K est le noyau défini par (89).

Preuve. Considérons les poids définis par

(90) Pn(ξ) =
1{la n−ième arête de ξ est gardée}(ω)

pn
.

Alors Qn(ξ) =
∏n
j=1 Pj(ξ) 6= 0 signifie que les n premières arêtes de ξ sont

gardées. Rappelons que CapK∂T > 0 signifie qu’il existe une mesure de pro-
babilité σ telle que supn E(Qnσ(T ))2 = M <∞. D’après l’inégalité de Paley-
Zygmund, pour tout 0 < δ < 1, on a

P (Qnσ(T ) ≥ δ) ≥ (1− δ)2

E(Qnσ(T ))2
≥ (1− δ)2

M
=: p0 > 0,

d’où P (lim supnQnσ(T ) ≥ δ) ≥ p0. Soit Cn(ω) l’ensemble des chemins dont
les n premières arêtes sont gardées. Observons que Qnσ(T ) > 0 implique
Cn(ω) 6= ∅. Observons aussi que Cn+1(ω) ⊂ Cn(ω). On en déduit finalement
P (∩Cn(ω) 6= ∅) ≥ p0. Ainsi on a démontré que CapK∂T > 0 est une condition
suffisante pour la percolation.

Esquissons maintenant la preuve de la nécessité : CapK∂T = 0 implique la
non-percolation. Pour tout entier N ≥ 1, considérons le noyau borné

KN (t) =
min(N,|t∧s|)∏

n=1

1
pn
.



128 JULIEN BARRAL, AIHUA FAN ET JACQUES PEYRIÈRE

D’une part, on a

lim
N→∞

CapKN∂T = CapK∂T = 0;

d’autre part, selon le théorème 9.2, la mesure d’équilibre σN de ∂T relative
au noyau KN satisfait

1
CapKN∂T

≤
∫
KN (t)dσN (t+ u), ∀u ∈ ∂T .

Soit RN l’ensemble des chemins dont les arêtes à l’ordre N sont gardées. On a

EσN (RN ) = E
∫

1RN (t)dσN (t) =
∫

E 1RN (t)dσN (t) =
N∏
n=1

1
pn
.

On peut calculer cette espérance d’une autre façon. Prenons une suite crois-
sante d’ensembles finis Qk telle que

⋃
Qk soit dense dans ∂T . Rappelons qu’il

existe un ordre sur ∂T , appelé l’ordre lexicographique. Pour tout k, désignons
par ξ le premier chemin dans Qk dont les arêtes à l’ordre N sont gardées (par
convention, ξk = ∞ s’il n’y a aucun tel chemin dans Qk). Alors, d’après la
formule de probabilité totale on a

EσN (RN ) =
∑

s∈Qk∪{∞}

∫
P (t ∈ RN |ξk = s)P (ξk = s)dσN (t).

En combinant les deux calculs de EσN (RN ), on peut déduire que

P (RN 6= ∅) ≤ sup
u∈∂T

(∫
KN (t)dσN (t+ u

)−1
≤ CapKN∂T .

(voir [68, 69] pour les détails). Laissons N tendre vers +∞. On obtient que
la percolation a lieu, à partir de la racine de l’arbre, avec probabilité nulle. �

On pourra également consulter [194] sur le sujet.
Dans le type de percolation auquel nous nous intéressons, on peut

complètement caractériser l’image et le noyau de l’opérateur EQ. Soit µ

une mesure de Radon sur ∂T . On dit que µ est K-régulière si µ peut s’écrire
comme une somme de mesures d’énergie finie et on dit qu’elle est K-singulière
si elle portée par un borélien de capacité nulle. Pour insister sur le rôle de p,
désignons par Qp l’opérateur de chaos multiplicatif correspondant aux poids
définis par (90).

Théorème 9.4 ([68, 69]). — Une mesure µ ∈ M+(∂T ) est Qp-régulière
(resp. Qp-singulière) si et seulement si elle est K-régulière (resp. K-
singulière).
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9.2. Une application du principe de décomposition. — En combinant
le théorème 9.4 qui décrit le noyau et l’image de l’opérateur EQp, le critère
de non-dégénérescnece (c’est-à-dire ϕ(1−) > 0) dans [138] et le principe de
décomposition (théorème 4.6), nous pouvons fournir une autre preuve de la
partie du théorème 5.13 sur le calcul de dimension de la mesure µ dans le cas
des cascades multiplicatives de Mandelbrot. Le plus intéressant est que l’on
peut supprimer l’hypothèse que ϕ(p) < −∞ pour un certain p > 1.

Rappelons que µ = Qλ, où Q est l’opérateur des cascades multiplicatives
de Mandelbrot associé à une variable W , à laquelle est associée la fonction

ϕ(q) = q − 1− logm EW q

(voir la section 4.3). Il est clair que

ϕ′(1−) = 1− E(W logmW ).

Théorème 9.5 ([78], théorème A (d)). — Supposons que ϕ′(1−) > 0.
Avec probabilité 1, dim∗ µ = dim∗ µ = ϕ′(1−).

Démonstration. Soit Wβ une variable aléatoire telle que

P (Wβ = mβ) = m−β, P (Wβ = 0) = 1−m−β.

Soit Qβ l’opérateur associé à Wβ défini sur Σ+
m. Ce n’est rien d’autre que

l’opérateur de percolation Qp avec pn = m−β sur l’arbre T = Σ+
m. Le noyau

potentiel correspondant Kp est alors le noyau de Riesz

Kp =
1

dm(ξ, η)β

où dm est la métrique naturelle sur Σ+
m. On dira alors β-régulière et β-singulière

au lieu de Kp-régulière et Kp-singulière.
Supposons que Qβ soit indépendant de Q. Selon le théorème 4.6, le pro-

duit QβQ est associé à WβW , et si λ est QβQ-régulière alors Qλ est presque
sûrement β-régulière, et si λ est QβQ-singulière alors Qλ est presque sûrement
β-singulière.

Remarquons que

E(WβW log(WβW ) = EW logW + β logm.

Pour tout β tel que EW logW + β logm < logm c’est-à-dire

β logm < logm− EW logW,

λ estQβQ-régulière, doncQλ estQβ-régulière presque sûrement (théorère 4.6),
d’où dimQλ ≥ β presque sûrement (théorème 9.4). On en déduit que presque
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sûrement

dim∗Qµ ≥ 1− EW logmW ).

Pour tout β tel que

β logm > logm− EW logW,

λ est QβQ-singulière, donc Qλ est Qβ-singulière presque sûrement, d’où
dimQλ ≤ β presque sûrement. On en déduit que presque sûrement

dim∗Qλ ≤ 1− EW logmW.

�
Le cas où λ est remplacée par une mesure de Markov est traité dans [78].

9.3. Recouvrement aléatoire. — Nous nous intéressons aux recouvre-
ments aléatoires du cercle et de la droite tels qu’ils ont été définis respec-
tivement par A. Dvoretzky [56] et B. Mandelbrot [165]. Ces recouvrements
soulèvent naturellement des questions d’analyse multifractale qui sont intime-
ment liées aux T-martingales.

9.3.1. Recouvrement de Dvoretzky du cercle. — Dans le problème de
Dvoretzky [56], on se donne (ωn)n≥1 une suite de variables aléatoires uni-
formes et indépendantes dans T ainsi que (`n)n≥1 une suite de nombres réels
décroissant vers 0. On pose alors la question de savoir à quelle condition sur
(`n)n≥1 on a lim supn→∞(ωn, ωn + `n) = T presque sûrement. La réponse à
cette question a été donnée par L. Shepp dans [207] (voir aussi [131] Ch. 11
et [136]).

Théorème 9.6. — [207] On a lim supn→∞(ωn, ωn + `n) = T presque
sûrement si et seulement si∑

n≥1

1
n2

exp
(
`1 + · · ·+ `n) =∞.

Nous nous intéressons, dans le cas
∑

n≥1 `n = ∞ qui contient des cas de
non recouvrement presque sûr de T, aux nombres (aléatoires) de recouvrements
ND
n (t) définis pour chaque t ∈ (0, 1) par le nombre d’arcs (ωk, ωk + `k) (1 ≤

k ≤ n) recouvrant t :

(91) ND
n (t) =

n∑
k=1

1{(0,`k)}(t− ωk).
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On s’attend à ce que ND
n (t) soit de l’ordre du nombre moyen d’intervalles

parmi les n premiers ayant recouvert t, c’est à dire

ND
n (t) ≈ Ln =

n∑
k=1

`k,

et l’on souhaite décrire précisément le comportement asymptotique ponctuel
de ND

n (t). On considère donc naturellement les ensembles de niveau définis
pour β ≥ 0 par

FDβ =
{
t : lim inf

n→∞

ND
n (t)
Ln

= β

}
, F

D
β =

{
t : lim sup

n→∞

ND
n (t)
Ln

= β

}
,

et
FDβ = FDβ

⋂
F
D
β ,

et on cherche leurs dimensions de Hausdorff. Des résultats préliminaires dans
le cas `n = α/n sont établis dans [83] et [79].

Pour énoncer les résultats obtenus dans [11], nous avons besoin des fonctions

(92) dα(β) = 1 + α(β − 1− β log β)

définies pour α ≥ 0 et β ≥ 0.
Nous avons aussi besoin de définir les nombres

αD = lim sup
n→∞

∑n
j=1 `j

− log `n
et α̂D = inf

m≥2
lim sup
n→∞

sup
p≥1

∑
`j∈[m−(n+p),m−n] `j

logmp

(où m ≥ 2 décrit les entiers ≥ 2). Ces quantités mesurent la vitesse et la
régularité avec lesquelles `n converge vers 0 ou encore Ln crôıt vers l’infini.

Les alternatives suivantes sont mises en évidence dans [11].

Théorème 9.7 (Cas αD = 0). — Supposons lim supn→∞ n`n <∞ et αD =
0. Avec probabilité 1, pour tout β ≥ 0 tel que dbαD(β) > 0 on a

(93) dim(FDβ ) = dim(FDβ ) = dim(FDβ ) = 1.

Théorème 9.8 (Cas 0 < αD <∞). — Supposons que lim supn→∞ n`n <

∞ et que 0 < αD <∞. Avec probabilité 1, pour tout β ≥ 0 tel que dbαD(β) > 0,
on a

(94) dim(FDβ ) = dαD(β)

(95) FDβ = ∅ (∀β ≥ 0, dαD(β) < 0).

De plus, si αD est défini comme une limite (et pas simplement une limsup),
alors (94) et (95) sont vraies si FDβ est remplacé par FDβ ou F

D
β .
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Théorème 9.9 (Cas αD = +∞). — Supposons que limn→∞ n`n = ∞.
Alors, avec probabilité 1, on a

lim
n→∞

ND
n (t)∑n
k=1 `k

= 1 (∀ t ∈ T).

Divers exemples de suites (`n)n≥1 sont donnés dans [11]. On voit s’opérer les
transitions d’un comportement à l’autre en considérant les suites de la forme

α/n logβ(n+ 1) (β ∈ (0, 1]), α/n, α/n logβ(n+ 1) (β < 0).

L’approche utilisée dans [11] repose sur une réduction non triviale de la
question de la fréquence du recouvrement des points dans le recouvrement de
Dvoretzky à la question analogue qui se pose pour le recouvrement poissonien
de la droite. Nous décrivons ce recouvrement dans la section suivante ainsi que
l’idée qui permet de ramener le premier problème au second.

9.3.2. Recouvrement poissonien et chaos multiplicatif. — Dans le
problème du recouvrement poissonnien de la droite introduit dans [165], on se
donne un processus de Poisson S dans le demi-plan supérieur d’intensité `⊗ν,
où ` est la mesure de Lebesgue et ν est une mesure de Borel positive sur (0,∞],
localement finie. On demande alors à quelle condition nécessaire et suffisante
on a (0,∞) =

⋃
(s,`)∈S(s, s + `) presque sûrement. Cette question est résolue

partiellement dans [165] et complètement dans [208] (voir aussi [135]).

Théorème 9.10. — [208] On a (0,∞) =
⋃

(s,`)∈S(s, s+`) presque sûrement
si et seulement si ∫ 1

0
dx exp

∫ ∞
x

ν
(
(y,∞)

)
dy =∞.

L’analogue du problème de fréquence de recouvrement considéré dans la
section précedente est le suivant. D’abord, on considère le cas où les intervalles
poissoniens sont de longueurs uniformément bornées en imposant par exemple
que ν((1,∞)) = 0, et on étudie alors, lorsque ν

(
(0, 1]

)
= ∞, le recouvrement

de R par les intervalles (s, s+ `), (s, `) ∈ S. Ici, les nombres de recouvrements
sont naturellement définis par

(96) NP
ε (t) =

∑
(s,`)∈S
`≥ε

1{(s,s+`)}(t) (ε > 0),



MESURES ENGENDRÉES PAR MULTIPLICATIONS 133

dont la moyenne n’est autre que

Nε =
∫ 1

ε
`dν(`).

Etant donnée l’invariance,en loi, par translation de la construction, on travaille
sur [0, 1]. Si l’on fixe un poids constant w > 0 distinct de 1, le comportement
asymptotique de NP

ε (t)/Nε se déduit de celui de logQε(t)/Nε, où Qε(t) est la
[0, 1]-martingale en temps continu

Qε(t) = e−(w−1)NεwNε(t) (0 < ε ≤ 1)

considérée en temps discret sous la forme

Q̃n(t) = Qm−n(t)

dans la section 4.3.2, et ce dans un cadre plus général.
Pour β ∈ R, posons

F β =
{
t ∈ [0, 1] : lim inf

ε→0

logQε(t)
Nε

= β
}
,

F β =
{
t ∈ [0, 1] : lim sup

ε→0

logQε(t)
Nε

= β
}

et
Fβ = F β

⋂
F β.

Pour tout γ ∈ R, on note µγ la mesure limite de la martingale
Q̃γn

E(Q̃γn)
·λ. Nous

supposerons que
lim
ε→0
Nε = +∞.

Soit

α = lim sup
ε→0

Nε(t)
− log ε

et

α̂ = inf
m≥2

lim sup
n→∞

sup
p≥1

`⊗ ν(Cm−(n+p)(t) \ Cm−n(t))
logmp

(on a α ≤ α̂). Enfin, soit

θ(γ) = wγ − 1− γ(w − 1), ∀γ ∈ R

et
Λα(γ) = 1 + α

(
θ(γ)− γθ′(γ)

)
, ∀α ≥ 0.

Les résultats de la section précédente ont les analogues suivants [11].
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Théorème 9.11 (Cas α = 0). — Supposons que l’on a

lim sup
ε→0

εν
(
[ε, 1)

)
<∞ et α = 0.

Avec probabilité 1, les mesures µγ, γ ∈ R, sont définies simultanément, non
nulles, et chaque µγ est concentrée sur Fθ′(γ) (en particulier les mesures µγ
sont mutuellement singulières) ; si de plus Λα̂(γ) > 0, on a dim∗(µγ) = 1 et
donc

dim Fθ′(γ) = dim F θ′(γ) = dim F θ′(γ) = 1.

Théorème 9.12 (Cas 0 < α <∞). — Supposons

lim sup
ε→0

εν([ε, 1)) <∞ et 0 < α <∞.

Avec probabilité 1, les mesures µγ, Λα(γ) > 0, sont définies simultanément,
non nulles, et si Λα(γ) > 0 alors µγ est concentrée sur Fθ′(γ) (en particulier
ces mesures µγ sont mutuellement singulières) et dimFθ′(γ) ≤ Λα(γ) ; pour
tout γ ∈ R tel que Λα(γ) < 0 on a Fθ′(γ) = ∅.

De plus, avec probabilité 1, pour tout γ ∈ R tel que Λα̂(γ) > 0, on a
dim∗(µγ) ≥ Λα(γ), et donc dim Fθ′(γ) = Λα(γ).

Si α est obtenu comme une limite et non seulement comme une lim sup,
alors les résultats précédents restent valables si l’on remplace Fθ′(γ) par F θ′(γ)

ou F θ′(γ).

Théorème 9.13 (Cas α = +∞). — Supposons

lim
ε→0

ε ν([ε, 1)) = +∞.

Alors, avec probabilité 1, on a

lim
ε→0

logQε(t)
Nε

= θ′(0) (∀ t ∈ R).

Lien avec le recouvrement de Dvoretzky. Pour obtenir les résultats de la
section précédente, on exploite l’idée ingénieuse introduite dans [166] pour
comparer le problème de recouvrement de Dvoretzky à celui du recouvre-
ment poissonien. L’idée est d’introduire les suites (`′n)n≥1 et (`′′n)n≥1 définies
respectivement par `′n = `m(m+1)/2 et `′′n = `m(m−1)/2+1 pour m ≥ 1 et
n ∈ [m(m− 1)/2 + 1,m(m+ 1)/2]. Quand `n décrôıt suffisamment lentement
vers 0, alors : (i) d’une part les problèmes de recouvrements associés respecti-
vement aux arcs (ωn, ωn + `n), (ωn, ωn + `′n) et (ωn, ωn + `′′n) sont comparables
entre eux ; (ii) d’autre part on peut injecter les recouvrement du cercle par
les (ωn, ωn + `′n) et les (ωn, ωn + `′′n) dans le problème de recouvrement pois-
sonien associé à la mesure ν =

∑
m≥1mδ`m(m+1)/2

auquel il sont également
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comparables car les suites (`′n)n≥1 et (`′′n)n≥1 sont suffisamment redondantes.
Rendre mathématiquement précise cette comparaison est non trivial (voir [11],
et également [136] pour une preuve du théorème de Shepp exploitant cette
idée).

Quelques idées pour les démonstrations des théorèmes 9.11, 9.12 et 9.13.
Dans les théorèmes 9.11 et 9.12, la convergence simultanée des mesures
Q̃γn · λ/E(Q̃γn), γ ∈ Λ−1

α ((0,∞)) vers des mesures non dégénérées suit une
approche analogue à celle utilisée dans la preuve de la proposition 8.3, en
exploitant la condition (P2) (voir par exemple [8], [11] ou [15]).

Chaque mesure µγ satisfait une propriété analogue à (80) : pour tout entier
m ≥ 2, pour tout w ∈ Σ∗m, tw désignant l’extrémité gauche de Iw, on a

µγ(Iw) ≈ m−|w|
Qγ
m−|w|

(tw)
E(Qγ

m−|w|
)
Yγ(w)

= m−|w|Qγ
m−|w|

(tw) exp
(
− θ(γ)Nm−|w|

)
Yγ(w),(97)

où Yγ(w) est la limite de la martingale

Yγ,n(w) =
∥∥∥(Qm−|w|−n/Qm−|w|)

γ ◦ SIw
E
(
(Qm−|w|−n/Qm−|w|)γ

) · λ∥∥∥.
En l’absence d’auto-similarité pour le processus de Poisson (i.e. ν(dλ) 6=
αdλ/λ2, on a besoin de la condition Λbα(γ) > 0 pour avoir un contrôle uni-
forme d’un moment d’ordre p > 1 de tous les Yγ(w). On peut alors négliger les
termes de la forme log(Yγ,n(w))/n dans l’estimation de la dimension de µγ .

Minoration des dimensions des ensembles Fθ′(γ). Nous allons donner une idée
de la façon dont on prouve que µγ est portée par Fθ′(γ) et dim∗(µγ) ≥ Λα(γ).
Pour simplifier le discours, nous supposerons

(98) α = α̂ = lim
ε→0

Nε
− log ε

<∞.

Nous désignons simplement α par α, et commençons par indiquer pourquoi µγ
est portée par Fθ′(γ).

Pour tout entier k ≥ 1, soit nk = inf{n : N2−n ≥ k log 2}. On pose εk =
2−nk . Pour γ ∈ R, k ≥ 1 et η > 0 on s’intéresse aux ensembles

F+(k, γ, η) =
{
t ∈ [0, 1] : logQεk(t) ≥ (θ′(γ) + η)Nεk

}
F−(k, γ, η) =

{
t ∈ [0, 1] : logQεk(t) ≤ (θ′(γ)− η)Nεk

}
.
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Si l’on montre que pour tout η > 0, presque sûrement, pour tout γ on a

(99)
∑
k≥1

µγ(F+(k, γ, η) + µγ(F−(k, γ, η) <∞,

alors le lemme de Borel-Cantelli permet de conclure que µγ est portée par{
t ∈ [0, 1] : limk→∞

logQεk (t)

Nεk
= θ′(γ)

}
. Mais comme Nεk ∼ Nεk+1

et Nε(t) est
croissante, par définition de Qε(t) cet ensemble est égal à Fθ′(γ).

Pour tout δ > 0, on a

µγ(F+(k, γ, η)) ≤
∫
Qεk(t)δ exp(−δ(θ′(γ) + η)Nεk) dµγ(t).

En admettant ici que Qεk(t) est quasi constant sur chaque intervalle dyadique
de génération nk et en utilisant (97) avec m = 2 on obtient

µγ(F+(k, γ, η)) �
∑

w∈Σ
nk
2

Qεk(tw)δ exp
(
− δ(θ′(γ) + η)Nεk

)
µγ(Iw)

�
∑

w∈Σ
nk
2

Qγ+δ
εk

(tw) exp
(
− (θ(γ) + δ(θ′(γ) + η))Nεk

)
εkYγ(w),

le symbole � signifiant ici, et dans la suite, ”à un terme multiplicatif près qui
n’influe pas sur le résultat”.

L’espérance du terme de droite est exp
(
θ(γ+δ)− (θ(γ)+δ(θ′(γ)+η))Nεk

)
,

qui pour δ assez petit est un O(exp(−ηδNεk/2)), et O(exp(−ηδNεk/2)) =
O(2−kηδ/2) par construction de εk. Donc,

∑
k≥1 Eµγ(F+(k, γ, η)) < ∞. Le

même résultat est vrai avec F+(k, γ, η). Donc, pour chaque γ tel que µγ est
bien définie (i.e., Λα(γ) > 0), (87) a lieu presque sûrement.

On peut améliorer ceci et montrer que (99) a lieu pour tout η > 0, presque
sûrement pour chaque γ tel que Λα(γ) > 0. Pour cela, on exploite l’estimation
de µγ(F+(k, γ, η)) précédente en suivant une démarche analogue, bien que
beaucoup plus technique, à celle adoptée dans la preuve de la proposition 8.4.

Une fois que l’on sait que µγ est portée par Fθ′(γ), en admettant ici que
les termes de la forme log(Yγ,n(w))/n n’influent pas sur la minoration de la
dimension inférieure de µγ , on obtient en utilisant (97) que µγ-presque partout,

lim inf
k→∞

logµγ(Ik(t)
−k log 2

≥ Λα(γ).

Majoration des dimensions des ensembles Fθ′(γ). La majoration des dimensions

est triviale quand α = 0.
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Examinons le cas 0 < α < ∞ en assumant encore (98). Pour k ≥ 1, nous
désignons 2−k par εk. Si γ ∈ R, η > 0 et k ≥ 1, posons

G−(k, γ, η) =
{
t ∈ [0, 1] : logQεk(t) ≤ (θ′(γ) + η)Nεk

}
G+(k, γ, η) =

{
t ∈ [0, 1] : logQεk(t) ≥ (θ′(γ)− η)Nεk

}
.

puis pour n ≥ 1

E+(n, γ, η) =
⋂
k≥n

G+(k, γ, η) et E−(n, γ, η) =
⋂
k≥n

G−(k, γ, η).

Alors

(100) Fθ′(γ) ⊂
⋃
n≥1

E+(n, γ, η)
⋂ ⋃

n≥1

E−(n, γ, η).

On montre que lorsque γ tend vers 0, supn≥1 dim E+(n, γ, η) ≤ Λα(γ) + o(1)
si γ ≥ 0 et supn≥1 dim E−(n, γ, η) ≤ Λα(γ) + o(1) sinon. D’après (100), ceci
est suffisant pour conclure que dim Fθ′(γ) ≤ Λα(γ), une dimension strictement
négative signifiant que l’ensemble Fθ′(γ) est vide.

Suppons γ ≥ 0 et fixons n ≥ 1. Pour tout k ≥ n, on peut recouvrir
E+(n, γ, η) par la réunion intervalles dyadiques de génération k qui l’inter-
sectent. Notons {Ik,l} cette famille, et fixons tl ∈ Ik,l ∩E+(n, γ, η). En admet-
tant ici que Qεk est quasi constant sur chaque Ik,l, si s ∈ R, on a∑

l

|Ik,l|s ≤
∑
l

|Ik,l|s exp
(
− γ(θ′(γ) + η)Nεk

)
Qεk(tl)γ

�
∑
w∈Σk2

2−ks exp
(
− γ(θ′(γ) + η)Nεk

)
Qεk(tw)γ .

L’espérance du terme de droite est 2(1−s)k exp
(
(θ(γ)−γ(θ′(γ)+η)Nεk

)
. Donc,

si s > 1+
(
θ(γ)−γ(θ′(γ)+η)

)
limk→∞Nεk/ log(2k), i.e. si s > 1+Λα(γ)+αγη,

alors presque sûrement on a exhibé une suite de recouvrements de plus en plus
fins qui assurent que dim E+(n, γ, η) ≤ s. Ceci étant vrai pour tout tel s et tout
η > 0, comme ces derniers peuvent être choisis dans une famille dénombrable,
on obtient la bonne majoration de dim Fθ′(γ) pour γ fixé presque sûrement.

On procède de même pour γ < 0.
En fait, on a obtenu mieux : il existe une suite (γp)p≥1 dense dans l’inter-

valle {γ : Λα(γ) ≥ 0} et des suites strictement positives (ηp)p≥1 et (δp)p≥1

convergeant vers 0 telles que presque sûrement, pour tout p ≥ 1, on a

sup
n≥1

dim E+(n, γp, ηp) ≤ Λα(γp) + δp si γp ≥ 0
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sup
n≥1

dim E−(n, γp, ηp) ≤ Λα(γp) + δp sinon.

Donc, presque sûrement, pour tout γ ∈ {γ : Λα(γ) ≥ 0}, en considérant une
sous-suite (γpj )j≥1 de (γp)p≥1 qui converge vers γ (par dessous si γ ≥ 0 et par
dessus sinon) comme Fθ′(γ) ⊂

⋂
j≥1

⋃
n≥1E

sgn(γ)(n, γpj , ηpj ), on a la bonne
estimation.

Il reste le cas α = +∞. Pour tout η > 0 et n ≥ 1, soit

E−(n, η) =
⋂
k≥n

{
t ∈ [0, 1] :

logQ2−k(t)
N2−k

≤ θ′(0)− η
}

E+(n, η) =
⋂
k≥n

{
t ∈ [0, 1] :

logQ2−k(t)
N2−k

≥ θ′(0) + η
}
.

Il suffit de montrer que presque sûrement E−(n, η) et E+(n, η) sont vides.
Considérons pour k ≥ 1 la partie entière pk de log2 ν([2−k, 1]). Alors, on

sait montrer que Q2−k(t) est quasi constant sur les intervalles dyadiques de
génération pk, et de plus on a limk→∞N2−k/ log(2pk) = +∞. Soit s ∈ R. En
recouvrant E−(n, η) par des intervalles dyadiques de génération pk, k ≥ n, on
obtient un recouvrement {Ik,l} tel que pour tout δ > 0 on ait∑

l

|Ik,l|s ≤
∑
l

|Ik,l|s exp
(
δ(θ′(0)− η)N2−k

)
Q2−k(tl)−δ

�
∑

w∈Σ
pk
2

2−pks exp
(
δ(θ′(0)− η)N2−k

)
Q2−k(tw)−δ.

Cette fois, l’espérance du terme de droite est

2(1−s)pk exp
(
δ(θ′(0)− η)− θ(−δ))N2−k

)
= O

(
2(1−s)pk exp

(
− δηN2−k/2

))
pour δ assez petit. Comme limk→∞N2−k/ log(2pk) = +∞, on en déduit que
limk→∞

∑
l |Ik,l|s = 0 y compris si s < 0. Donc E−(n, η) est vide presque

sûrement. On montre de façon identique qu’il en est de même de E+(n, η).

9.4. Recouvrement dynamique. — Considérons la dynamique sur T
définie par l’application

Tx = 2x ( mod 1)

et une mesure de Gibbs µφ associée à un potentiel höldérien. Au lieu de
considérer le recouvrement aléatoire de Dvoretzky dont les centres d’inter-
valles {ωn} sont supposés indépendants, nous considérons le recouvrement
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dynamique dont les centres sont les différentes positions Tnx de l’orbite de x.
Etant donné d’autre part une suite {rn} ⊂ IR+, nous considérons les intervalles

Jn(x) = (Tnx− rn (mod 1), Tnx+ rn (mod 1)).

On s’intéresse, pour les points µφ-génériques x, aux ensembles

I(x, {rn}) = lim sup
n→∞

Jn(x), F (x, {rn}) = T \ I(x, {rn}).

La questions analogue à celle posée par Dvoretzky dans le problème de
recouvrement est de savoir pour quelles suites {rn} on a T = I(x, {rn}) pour
µφ-presque tout x. Dans le cas où T 6= I(x, {rn}), il est naturel de se poser
des questions sur I(x, {rn}) et F (x, {rn}), sur leurs tailles par exemple. Si rn
prend la forme n−κ (κ > 0), des réponses satisfaisantes à ces questions ont été
obtenues dans [90].

Sans perte de généralité, on suppose que φ est normalisé, i.e. la pression
P (φ) est nulle. Soit E−φ(t) le spectre multifractal de la somme de Birkhoff de
−φ (c’est-à-dire de l’entropie locale de µφ) :

(101) E−φ(t) = dim

x : lim
n→∞

1
n

n−1∑
j=0

(−φ)(T jx) = t

 .

Les réponses seront liées aux quantités

e− = inf
ν∈M(T )

∫
(−φ)dν,(102)

emax =
∫

(−φ)dLeb,(103)

e+ = sup
ν∈M(T )

∫
(−φ)dν(104)

où e− et e+ sont respectivement l’entropie minimale et maximale locale de µφ,
et M(T ) est l’ensemble des mesures de probabilité T -invariantes.

Théorème 9.14. — Si 1
κ > e+, alors I(x, {n−κ}) = T pour µφ-presque tout

x ; si 1
κ < e+, alors I(x, {n−κ}) 6= T pour µφ-presque tout x.

Ce résultat correspond à un résultat de Kahane-Billard pour le recouvre-
ment aléatoire (on pourrait dire que e+ = e− = 1), un résultat antérieur à
celui de Shepp cité précédemment (théorème 9.6).
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Théorème 9.15. — Pour µφ-presque tout x on a

dimF (x, {n−κ}) =

{
1 si 1

κ ≤ emax

E−φ( 1
κ) si 1

κ > emax

.

Théorème 9.16. — Pour µφ-presque tout x on a

dim I(x, {n−κ}) =


1
κ si 1

κ ≤ hµφ
E−φ( 1

κ) si hµφ <
1
κ < emax

1 si 1
κ ≥ emax

.

La partie concernant le cas 1
κ ≤ hµφ dans le théorème 9.16 est essentielle-

ment un ”mass transference principle” pour les mesures de Gibbs qui sont mul-
tifractales. Un tel principe a été obtenu pour des mesures monofractales [32]
(voir aussi [20, 22, 57] pour des travaux sur l’ubiquité hétérogène). La contre-
partie du théorème 9.16 pour le recouvrement aléatoire a été obtenue dans
[91, 92] et celle pour la dynamique des rotations irrationnelles dans [42, 211].

L’étude de recouvrement dynamique envisagée ci-dessus est étroitement liée
à la fonction d’entropie locale de la mesure de Gibbs µφ et au temps d’atteinte

τ(x,C) = inf{n ∈ N : Tnx ∈ C}

où C est un intervalle. Nous établissons un résultat clé qui repose sur la pro-
priété de quasi-bernoullicité forte des mesures de Gibbs (voir section 3.2.1).

Lemme 9.1. — Soit a > 0, b > 0, c > 0 et posons K = b2anc, L =
b2bnc, N = b2cnc. Soit a > γ > max(b − c, 0) et λ > 0. Fixons L inter-
valles dyadiques de génération n : C1, · · · , CL.

(1) Supposons que µφ(Ci) ≥ 2−(a−γ)n. Alors pour tout n suffisamment grand
on a

µφ{x : ∃C ∈ {Ci} tel que τ(x,C) > K} ≤ 2−λn.

(2) Supposons que µφ(Ci) ≤ 2−(a+γ)n. Alors pour n suffisamment grand on
a

µφ{x : τn(x,Ci) ≤ K pour N différent intervalles parmi les Ci} ≤ 2−λn.

Démonstration. Nous montrons seulement (1). Pour une preuve complète du
lemme, voir [90]. Comme e− = minµ inv

∫
(−φ)dµ > 0, on peut choisir le

nombre ω dans le théorème 3.2 tel que βω < 2−e
−

, où le nombre 0 < β < 1
est celui dans le théorème 3.2. Soit d = d(n) = ωn et m = bK/(1 + ω)nc − 1.
Nous avons L possibilités pour l’intervalle C. Fixons un choix C parmi ces L
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intervalles et notons par D0, . . . , Dm une famille quelconque de m intervalles
dyadiques de génération n (ils peuvent se répéter), qui sont disjoints de C.

Pour l’intervalle fixé C, soit GC l’ensemble des points x ∈ T tels que T kx 6∈
C pour tout 0 ≤ k ≤ K, et en particulier pour tout k = n+ d, · · · ,m(n+ d).
Alors

µφ(GC) ≤
∑

D0,...,Dm

µφ(D0 ∩ σ−n+dD1 ∩ · · · ∩ σ−m(n+d)Dm).

D’après le théorème 3.2, on obtient

µφ(GC) ≤ (1 + cβd)m+1
∑

D0,...,Dm

m∏
i=0

µφ(σ−i(n+d)Di)

=
[
(1 + cβd)(1−min

Ci
µφ(Ci))

]m
≤
(

1− 1
2

min
Ci

µφ(Ci)
)m

.

Sommons sur les L(≤ 2n) intervalles C possibles. On a

µφ{x :∃C ∈ {Ci} tel que τn(x,C) > K}

≤
∑
C

µφ(GC)

≤ L
(

1− 1
2

min
Ci

µφ(Ci))
)m

≤ L
(

1− 1
2

min
Ci

µφ(Ci))
)2γn/(minCi µφ(Ci)(1+ω)n)

≤ const · 2n ·
(
e−1/2

)2γn/(1+ω)n

≤ 2−λn

pour n suffisamment grand. �
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applications : a jubilee of Benôıt Mandelbrot, Proceedings of Symposia in Pure
Mathematics, Vol. 72, No.2, p. 3–90, 2004.

[16] J. Barral, M. Mensi, «Gibbs measures on self-affine Sierpinski carpets and their
singularity spectrum», Ergod. Th. & Dynam. Syst. 27 (2007), p. 1419–1443.

[17] J. Barral, M. Mensi, «Multifractal analysis of Birkhoff averages on ”self-affine”
symbolic spaces», Nonlinearity, 21 (2008), p. 2409–2026.

[18] J. Barral, J. Peyrière et Z.-Y. Wen, «Dynamics of Mandelbrot cascades», Pro-
bab. Th. Relat. Fields, 144 (2009), p. 615–631.

[19] J. Barral, S. Seuret, «From multifractal measures to multifractal wavelet series»,
J. Fourier Anal. Appl. 11 (2005), p. 589–614.

[20] J. Barral, S. Seuret, «Sums of Dirac masses and conditioned ubiquity»,
C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I, 339 (2004), p. 787–792.

[21] J. Barral, S. Seuret, «Combining multifractal additive and multiplicative
chaos», Commun. Math. Phys. 257 no.2 (2005), p. 473–497.

[22] J. Barral, S. Seuret, «Heterogeneous ubiquitous systems in Rd and Hausdorff
dimension», Bull. Braz. Math. Soc. 38 no. 3 (2007), p. 467–515.

[23] J. Barral and S. Seuret, «The singularity spectrum for the inverse of cookie-
cutters», Ergod. Th. & Dynam. Syst, 29 (2009), p. 1075–1095.

[24] L. Barreira, «A non-additive thermodynamic formalism and applications to
dimension theory of hyperbolic dynamical systems», Ergod. Theory & Dynam.
Sys., 16 (1996), p. 871–927.
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Sci. Paris Sér.I. 304 (1987), p. 551–554.
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Phys. Théor. 58 (1993), p. 267–285.

[174] G. M. Molchan, «Scaling exponents and multifractal dimensions for independent
random cascades», Commun. Math. Phys. 179 (1996), p. 681–702.

[175] A. Mummert, «The thermodynamic formalism for almost-additive sequences»,
Discrete Contin. Dyn. Syst., 16 (2006), 435–454.

[176] M. G. Nadkarni, Spectral theory of dynamical systems, Birkhäuser Advanced
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[204] F. Riesz, «Über die Fourierkoeffizienten einer stetigen funktion von beschränkter
Schwankung», M. Z. 2 (1918), p. 312–315.

[205] W. Rudin, Fourier analysis on groups. Interscience Tract n◦ 12, Wiley, New
York. 1962.

[206] D. Ruelle, Thermodynamic Formalism, Encyclopedia of Mathematics and its
Applications, 5, Addison-Weysley, 1978.

[207] L. Shepp, «Covering the circle with random arc», Israel J. Math. 11 (1972),
p. 328–345.

[208] L. Shepp, «Covering the line with random arc», Z. Wahrsch. v. Geb. 23 (1972),
p. 163–170.

[209] A. Schief, «Separation properties for self-similar sets», Proc. Amer. Math. Soc.,
122 (1994), 111–115.

[210] P. Shmerkin, «A modified multifractal formalism for a class of self-similar mea-
sures with overlap», Asian J. Math. 9 (2005), p. 323–348.

[211] J. Schmeling and S. Troubetzkoy, «Inhomogeneous Diophantine approxima-
tion and angular recurrence for polygonal billiards», Mat. Sbornik 194 (2003),
p. 295–309.

[212] N. Shieh and X.Y. Zhang, «Random p-adic Riesz products : Continuity, singu-
larity, and dimension»Proc. Amer. Math. Soc., 137 (2009), p. 3477–3486.

[213] B. Solomyak, «Measure and dimension for some fractal families», Math. Proc.
Cambridge Philos. Soc. 124 (1998), p. 531–546.

[214] F. Takens and E. Verbitskiy, «On the variational principle for the topological
entropy of certain non-compact sets», Ergod. Th. Dynam. Syst. 23 (2003) no. 1,
p. 317–348.

[215] M. Tamashira, «Dimensions in a separable metric space», Kyushu J. Math. 49
(1995) no. 1, p. 143–162.

[216] A. A. Tempelman, «Multifractal analysis of ergodic averages : a generalization
of Eggleston’s theorem», J. Dynam. Control Systems 7 (2001), p. 535–551.

[217] B. Testud, «Mesures quasi-Bernoulli au sens faible : résultats et exemples»,
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