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1. Introduction

Les produits infinis de fonctions peuvent engendrer des objets trés variés
lorsqu’ils ne convergent pas vers une fonction. Ainsi, pour étudier I’algebre des
mesures sur un groupe abélien localement compact, et en particulier établir son
asymétrie, Hewitt et Zuckerman [116] ont été amenés & considérer des produits
de Riesz de la forme H (14 Reajv;), ou les a; sont des nombres complexes

i>1
tels que |a;| < 1 et l]eg v; sont des caracteres d'un groupe abélien compact
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vérifiant certaines conditions d’indépendance. De tels produits convergent ra-
rement ponctuellement ou méme presque partout par rapport a la mesure de
Haar. En revanche, ils convergent faiblement vers une mesure positive.

Des produits infinis de fonctions aléatoires ont été considérés par Novikov
et Stewart [178] et par Yaglom [225] dans un cadre restreint, puis les cas-
cades multiplicatives ont été introduites dans leur forme conservative et sur
une grille réguliere dans [224] et sous forme de martingales par B. Mandel-
brot [164, 165, 167, 168] pour décrire la turbulence et, plus généralement, les
phénomenes intermittents (tels la répartition des minéraux rares dans 1’écorce
terrestre). La encore, la convergence ponctuelle de ces produits n’a pas de
sens et 'objet limite est une mesure aléatoire. Ces cascades sont susceptibles
de beaucoup de généralisations, qui ne seront pas toutes ici abordées pour
rester dans le cadre d’un article visant un public assez large. Il est a noter
que les cascades multiplicatives et les processus de fragmentation présentent
quelque parenté.

Mentionnons aussi que les recouvrements aléatoires et la percolation sur les
arbres relevent de cette problématique : il s’agit en effet de produits infinis de
fonctions indicatrices aléatoires [68, 69].

L’étude des cascades multiplicatives [167, 168, 169, 138] a conduit au
concept de multifractal. Ce concept, au début [113, 108| assez vague de
“mélange d’ensembles de dimensions différentes” portant chacun une singula-
rité holdérienne a connu différentes étapes de formalisation dans les années 80
([112, 48]) puis dans les années 90 ([40, 185, 124]). Il se trouve que cette
genese des multifractals s’est faite indépendamment du procédé de Ruelle, basé
sur la thermodynamique, de calcul de dimension de Hausdorff, alors qu’ils ont
une parenté certaine. De nos jours l'analyse multifractale est un ensemble
d’outils qui s’appliquent a de nombreuses situations, notamment en théorie
ergodique. Au début c¢’était un moyen d’analyse de la régularité locale des me-
sures et des fonctions, mais on s’est assez vite apercu que c’était un concept
d’analyse qui permet, étant donné un espace métrique (E, d) et une collection
de propriétés {P,}aca telles que les ensembles E, = {t € F : t vérifie P,}
soient disjoints, de comparer la taille de ces ensembles a I’aide de leurs dimen-
sions fractales. Ainsi peut-on dire aussi que ’on fait de ’analyse multifractale
en théorie de 'ubiquité, quand par exemple on calcule les dimensions de Haus-
dorff des nombres irrationnels approchés a une vitesse donnée par les nombres
rationnels ([128, 109, 53, 125, 43]), ou quand on étudie les ensembles de
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points ou la loi du logarithme itéré est violée pour le mouvement brownien

. A
[187] : E, = {t € [0,1] : limsup,,_, \/ﬁ =«

Dans ce texte, nous abordons produits de Riesz, mesures de Gibbs, cascades

,a> 1.

de Mandelbrot et certaines de leurs généralisations comme objets d’étude et
aussi outils naturels d’analyse, une place importante étant consacrée a leur
analyse multifractale et ses applications.

Le chapitre 2 présente quelques propriétés des produits de Riesz. Le cha-
pitre 3 introduit et dégage quelques propriétés fondamentales d’une large classe
de fonctions positives définies sur I’ensemble des cylindres d’un espace sym-
bolique sur un alphabet fini. Cette classe de fonctions, dites ”presque multi-
plicatives”, contient les mesures de Gibbs du formalisme thermodynamique,
mais aussi d’autres exemples qui apparaissent naturellement dans 1’étude des
projections de ces mesures sur des ensembles auto-similaires ou auto-affines.
Le chapitre 4 introduit la notion de T-martingale (ou chaos multiplicatif), qui
est 'objet abstrait introduit par J.-P. Kahane afin de formaliser les modeles
de turbulence de B. Mandelbrot. On dégage les principaux résultats de conver-
gence connus pour ces objets, ainsi que des propriétés de finitude des moments
de leur masse totale; ces résultats ne seront démontrés que dans le cas par-
ticulier, mais fondamental, des cascades canoniques de Mandelbrot. Enfin, on
montre comment résoudre une question de convergence de séries de Fourier
lacunaires déterministes a l’aide de produits de Riesz aléatoires vus comme
T-martingales.

Les chapitres 2 a 4 sont indépendants, mais nous verrons que les trois fa-
milles de mesures qui y sont construites ne sont pas sans intersection. Ces
mesures sont en général singulieres par rapport a la mesure de Lebesgue.
Quand elles possedent des propriétés d’invariance d’échelle, il devient pos-
sible de décrire précisément leur distribution aux petites échelles, en étudiant
dans un premier temps leur dimension, puis leur analyse multifractale. Elles
peuvent également étre utilisées pour mettre en évidence les propriétés fines
d’objets qui leurs sont intimement liés. Le chapitre 5 introduit et explore la
notion de dimension d’une mesure, et le chapitre 6 développe un formalisme
multifractal tres général. Ces deux chapitres sont ensuites utilisés dans la des-
cription des propriétés multifractales des mesures presque multiplicatives dans
le chapitre 7, et des cascades de Mandelbrot sur un espace symbolique dans le
chapitre 8. Le chapitre 7 aborde aussi ’analyse multifractale des réalisations
géométriques des mesures de Gibbs sur des ensembles auto-similaires ou auto-
affines, tandis que le chapitre 8 propose plusieurs applications de ’analyse
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multifractale des cascades de Mandelbrot a la description d’autres objets na-
turels. Le chapitre 9 est consacré a des applications fondamentales de I’étude
des mesures de type T-martingales ou Gibbs dans la résolution de problemes
de percolation et de recouvrement.

2. Produits de Riesz

Nous commencons en décrivant une classe de mesures engendrées par mul-
tiplication, certainement la premiere a avoir été considérée, qui émane natu-
rellement de ’analyse de Fourier. Il s’agit des produits de Riesz. Nous nous
plagons d’abord dans le cadre général des groupes abéliens compacts, puis
nous examinons trois exemples concrets de tels groupes.

Deux questions seront particulierement discutées, I'une est la convergence
presque partout d’une série trigonométrique lacunaire par rapport a un produit
de Riesz et 'autre est celle de I'absolue continuité d’un produit de Riesz par
rapport a un autre. A travers les produits de Riesz on abordera aussi la notion
de quasi bernoullicité qui jouera un role important dans I’analyse multifractale
des mesures presque multiplicatives.

2.1. Des mesures produits aux produits de Riesz. — Les mesures de
Bernoulli sont certainement les plus simples parmi les mesures engendrées par
multiplication. Ces mesures sont bien étudiées en probabilité comme modele
probabiliste classique. Soit m > 2 un entier. Soit p = (po,p1, - ,Pm—1) Un
vecteur de probabilité, i.e. p; > 0 et ZT:_OI p; = 1. Sur lespace produit X, =
{0,1,--- ;m— 1}N , le vecteur de probabilité p définit une mesure de probabilité
pp, dite mesure produit infini de Bernoulli, de la fagon suivante

pp ([0, 21, -, Tn]) = PaoPar =~ Pan

ol [wg,x1,- - ,xy,] désigne le cylindre constitué des points y € X tels que
y; = xj pour 0 < j < n. En vertu du théoreme d’extension de Carathéodory,
pp s’étend d’une fagon unique a la tribu borélienne. Il est a rappeler que les
variables X, (n > 0) définies sur 3" par X, (z) = z,, sont indépendantes et
identiquement distribuées, ayant (po, p1,- - , pm—1) comme la loi de probabilité
commune.

Voici une généralisation. Soit (2, Ay, tn) (n > 0) une suite d’espaces de
probabilité. Sur I’espace produit mesurable (€2,.A) ot @ = [[77 jwy et A =
&2y An, on peut définir une mesure, produit infini de mesures p, de fagon
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suivante

p(Ag x Ay X oo X Ay X Qg X+ ) = pio(Ao)pr (A1) -+ - pn(Ay)

pour A; € A; (0 < j < n). Ainsi on obtient un bon modele de probabilité
(Q, A, ) sur lequel les variables aléatoires X, (n > 0) définies par X,,(w) = wy,
sont indépendantes, ayant pu, comme lois de probabilité.

On se donne pour tout n > 0 une autre mesure de probabilité v, sur
(Qp, Ay). On désigne par v la mesure produit infini définie par (v,)n>0. Sup-
posons que pour tout n > 0, v, soit absolument continue par rapport a p,
(ce fait est noté v, < p,). Sous quelle condition, a-t-on v < u? Kakutani
[140] avait posé cette question et montré la dichotomie suivante : ou bien v
est absolument continue par rapport a p, ou bien v est siguliere par rapport a
W, i.e. v et u sont portées par deux ensembles disjoints (ce fait est noté v L ).

Théoréme 2.1 ([140]). — Sous les hypothéses ci-dessus, on a v < u ou
v L u selon que le produit infini suivant convergence ou diverge

a [ dvy,

dvn qésigne la dérivée de Radon-Nikodym de v, par rapport L -

ot g

Nous allons présenter une preuve de ce théoréeme se basant sur la théorie de
martingales de Doob.
Démonstration. Tout d’abord, observons que

n

Mn:H%

i—g THi
est une martingale positive sur (X, A, u) car les 37'/? sont p-indépendantes.

Montrer que v < p revient a montrer que la martingale M, est L!(u)-

convergente. Sa limite est alors nécessairement g—z.
Posons Z,, = gﬁ et z, = E, v/ Zp. Il est clair que 0 < 2z, < 1. Considérons

aussi la martingale positive suivante

_VHVA VA VWL

N, = .
20 Z1 Z1 Z0R1 " Zn

D’apres le théoréeme de convergence de Doob, les deux p-martingales M, et N,
convergent u-presque partout vers, disons My, et Ny, respectivement. D’autre
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part, observons que pour tout cylindre C'= Ag X A} X -+ X A X Qg1 X
(Aj € Aj), on a

1) WO = [ Mudp (902 ).
C
Supposons que H;’LOZO zn > 0. Alors

E,N? = =0(1).

(2021 c.. zn)Q

D’apres I'inégalité maximale de Doob, (M,,) est unlformement p-intégrable et

donc L!(u)-convergente vers M. Ceci implique que v(C) = fc Moodp pour

tout cylindre C'. Cela suffit pour conclure que v < pu et % = M.
Supposons maintenant que [[72, z, = 0. Observons que

E /M, =E,\/ M, = sz —0 (n— o0).
j=0

et que E,M, ' =1 d’ou

]\Jn_l >0 v—pp.
Décomposons v en v = v, + v, ou v < i et vg L pu. Pour tout N > 0,
considérons 7N = Vplaw du ' N la restriction de v, a {w: d” < N}. Remarquons

que Ty <vet Ty < N u D’apres 'inégalité de Cauchy- Schwarz on a

™w(Q)% = </ Mn1/4Mn_1/4dT> < B/ MuE /My < NE,/M,E,\/ M;*

Le terme a droite tendant vers zero lors n — oo. On obtient 7y = 0, d’ou
v, =0.0

D’apres (1), la mesure produit v peut étre considérée comme la limite faible

m dy;
v = lim —Ldu,

ou les variables ;% sont indépendantes par rapport a la mesure produit u
prise comme mesure de référence. De ce point de vue, les produits de Riesz
sont définis de facon similaire, mais par des variables non nécessairement
indépendantes. En fait, les produits de Riesz sont définis sur un groupe et
la mesure de référence est la mesure de Haar du groupe. Il est a noter que
la construction de produits de Riesz est bien antérieure au travail de Kaku-
tani. Depuis leur apparition, les produits de Riesz constituent un outil pour
construire des mesures exhibant différents types de propriétés. La premiere
construction est due & F. Riesz [204] (1918) qui a montré I'existence d’une
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fonction continue a variation bornée sur le cercle T = R/Z, dont les coefficients
de Fourier-Stieljes ne tendent pas vers zéro. Son exemple est

N—oo

e N
F(z) = lim / H(l + cos 2w4"t)dt.
0 p=1

Toute fonction a variation bornée correspond a une measure de Radon. On
désigne par M (T) l'algebre de Banach de toutes les mesures de Radon sur T.
D’apres le théoreme de représentation de Riesz, M(T) est I'espace dual de
C(T), l'espace des fonctions continues. Soit 1 € M(T). Les coefficients de
Fourier-Stieljes de u sont définis par

(k) = / e kT du(x)  (Vk € 7).

Rappelons qu’'une suite de mesures de probabilité u, converge x-faiblement
si et seulement si fi,, (k) converge pour tout k. Dans ce cas, les coefficients de
Fourier-Stieljes de la mesure limite sont les limites des coefficients.

Zygmund (1932) a généralisé la construction de Riesz de la fagon suivante :
soit @ = (an)n>1 une suite de nombres complexes tels que |a,| < 1 pour tout
n > 1, et (Ay)n>1 une suite d’entiers positifs tels que 3\, < A,41 pour tout
n > 1 (on dit que (A,) est lacunaire au sens de Hadamard). Alors la limite
suivante existe pour tout z :

F(z) = lim

x
N—oo 0

N .
H(l + Re a,e*™nt)dt.

n=1
La fonction limite F' est continue et a variation bornée. La mesure de Radon
correspondante s’appelle un produit de Riesz, et sera notée formellement

[e.9]

fa = H(l + Re a,e*™ ),

n=1

Nous allons montrer que le produit p, est effectivement bien défini comme la
limite de u, :

dun = Pn(t)dt ou Pn(t) = H(]_ + Re CLj@Qﬂi/\jt),

Jj=1

Observons d’abord qu’en écrivant

>V a; N\ Qi _o iy,
1+ Re aj€2m)\Jt _ 1+5J62m)\Jt+§J€ 2miAjt
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et en développant, on obtient ’expression suivante
P,(t) = Z agel) .- alen) 2 PRI
€1, en=—1,0,1
(e5)

N aj a; .
oua; " = ,1ou 3 selonquee; = —1,0 ou 1. Remarquons que les coefficients

de Fourier de P,, sont concentrés sur
Wy ={eA+--+e A5 =—1,0,1}.

Proposition 2.1. — La mesure de probabilité p, converge x-faiblement vers
une mesure de probabilité pi,.

Démonstration. Il nous suffit de montrer 1’existence des limites lim,,_, o fin, (k)
(k € Z). La preuve repose sur le fait que chaque élément dans W,, a une unique
écriture sous la forme )7 €;\;. En effet, supposons que Y 1 e;A; = > 7 €\
avec €, # €,. On aurait une contradiction :

n—1
An < len —€plhn <2 A <237 4 £ 372437, < A

j=1

L’unicité de cette écriture implique la décomposition
Wn+1 — Wn L (_)\nJrl —|— Wn) L ()‘n+1 —I— Wn)
Par conséquent,
tint1(k) = lin(k) Vk € Wh.

Ainsi on a prouvé que limy_o fin (k) = fin(k) pour tout k € W,,. Si k & | W,

on a évidemment limy_,o fin(k) = 0. O

La preuve montre que 'on peut bien exprimer les coefficients de Fourier-
Stieljes de p, en terme des coefficients a,, :

fa(E1AL + -+ enhn) = al™) - alen),

n

Cette expression nous permet de montrer que

1
li fig(n)|*> = 0.
P
n
Alors, d’apres un théoreme de Wiener (cf. [141], p. 42), p, est une mesure

continue (i.e., sans atome).

Voici la dichotomie de Zygmund, dite aussi pureté des produits de Riesz, qui
est comparable a la dichotomie de Kakutani. La preuve présentée ici differe
de la preuve originale.
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Théoréme 2.2 (|228, 229]). — Le produit de Riesz p, est soit absolument
continue soit singuliére par rapport a la mesure de Lebesgue selon que la série
> lan|? converge ou diverge.

Démonstration. Supposons > oo |a,|? = co. D’apres le théoreme de Banach-
Steinhauss, il existe une suite (ay,) carré-sommable telle que

o0
apty >0 Vn > 1, Zanan = 00.
n=1
Observons que les fonctions e*n! sont orthogonales dans L?(dt) and les
fonctions e?™nt — @, /2 sont orthogonales dans L?(dy) (il suffit d’examiner

ta(An — Am)). Dong, il existe une sous-suite d’entiers ny telle que les deux
suites de fonctions

ng . ng ' 1
Zaneu"m et Z o, (e”\"x - 2an>
n=1 n=1

convergent a la fois Lebesgue-presque partout et p,-presque partout. Si pg
n’était pas singuliére, les suites de fonctions convergeraient en des points com-
muns, et leur différence serait bornée en ces points, donc

1

Cette contradiction montre que u, est singuliere par rapport & la mesure de
Lebesgue. Cet argument provient de [195, 196].
Supposons maintenant que p* = >_>° | |a,|? < co. Posons

n
Sn(t) = Z Re a,e?™ At S*(t) = sup | Sn(t)]-
k=1 n>1
Le théoreme 4.12 appliqué & la mesure de Lebesgue montre que ||S*||zp(a) <
Cp’;%/i pour tout p > 1. Cette estimation implique que S* est exponentielle-
ment intégrable, i.e.

/655*(t)dt < 00, vé > 0.
Or P,(t) < e < 5" (M), Donc pour tout intervalle I on a

pa(I) = lim [ P,(t)dt < / S Ot
I

n—oo I

Ainsi on a démontré que p, est absolument continue et méme dc’é“ <. [0



10 JULIEN BARRAL, ATHUA FAN ET JACQUES PEYRIERE

2.2. Généralité sur les produits de Riesz. — Soit G un groupe abélien
compact dont le groupe dual est noté I'. Une suite de caracteéres A = (7,)n>1 C
I' est dite dissociée si pour tout n > 1, les caracteres suivants sont tous dis-
tincts :

oo . . {-1,0,1}, if v; n’est pas d’ordre 2,
Y2 M ou € € .
{0,1}, sinon.

Voir [116] pour cette notion. Ici 'opération du groupe dual est notée multipli-
cativement. Etant données une suite dissociée de caracteres A = (7, ),>1 dans
le groupe dual I' de G et une suite de nombres complexes a = (a,)n>1 tels que
|an| < 1, nous définissons une mesure de probabilité sur G, appelée produit de
Riesz,

comme la limite faible de []
Haar (voir [116]).
Les coefficients de Fourier de p, sont déterminés par les coefficients {a,}

(2) = H +Re anvn(t ))
net (14

+ Re anvn( ))dt ou dt désigne la mesure de

de la facon suivante :
H a(ek Siy =Yy - ln,

(€)

et fig(y) = 0 sinon, ou ay’ = 1,a,/2 ou a,/2 selon que ¢ = 0,1 ou —1. En
particulier, le systeme {v, — a,/2},>1 est orthogonal. Voici deux propriétés
de pq.

Théoréme 2.3 (|228]). — La mesure p, est soit absolument continue soit
singuliére (par rapport a la mesure de Haar) selon que > oo | |an|*> < oo ou
= 0.

Théoréme 2.4 ([67],[198]). — Soit {a,,} une suite de nombres complexes.
La série orthogonale > o7 | o (v (t) — @n/2) converge pq-presque partout si et
seulement si Y o0 | |ap|? < oco.

Le premier théoreme est classique ([228], voir aussi [229]) et sa preuve
est identique a celle du théoreme 2.2. Pour le second, il existe une preuve
combinatoire dans le cas du tore G = R/Z [198] et une preuve utilisant la
théorie des T-martingales dans le cas général [67], qui sera présentée dans
le chapitre 4.5. L'un des ingrédients de cette preuve est l'introduction de la
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mesure suivante, considérée comme une mesure aléatoire. Soit w = (w,,) € GV.

Notons
o

(3) Haw = H(l + Re apyn(t +wy)).

n=1
Insiprés par la dichotomie de Kakutani, nous posons les deux problemes
suivants comme conjectures.

Conjecture 1. Soit ju, et pp deux produits de Riesz, et w = (w,) € G,
Alors g < iy = flaw < Mbw, €t fta L fty = faw L fh -

Pour une fonction f définie sur G, on désigne par E f I'intégrale de f par
rapport a la mesure de Haar. La véracité de la conjecture précédente impli-
querait celle de la suivante

Conjecture 2. Soit g et py deuzr produits de Riesz. Alors

[IEV1+Re anym)(l+Re bpyn) > 0= pta < piy;

n=1

o0
H E\/(l + Re apvn)(1+Re byyn) =0 = g L pp.

n=1

La conjecture 2 a été démontrée sous la condition complémentaire
sup,, lan| < 1, sous laquelle la positivité du produit dans la condition de
la conjecture équivaut & Y oo | |an, — byl? < oo [41, 195, 196]. Ce résultat
partiel inclut le théoreme 2.3.

Il est clair que la conjecture 2 implique la conjecture 1, grace a 'invariance
par translation de la mesure de Haar (la condition ne change pas si a,, et b, sont
remplacés par apy,(wn) et byyn(wy)). Mais elles sont en réalité équivalentes.
En effet, si on considere (w,) comme une suite de variables indépendantes et
identiquement distribuées (i.i.d.) ayant la mesure de Haar comme loi commune,
la mesure aléatoire ji,,, peut étre vue comme une mesure de chaos multipli-
catif. Comme on le verra (théoreme 4.7), les conditions dans la conjecture 2
impliquent respectivement fiq, < ftp o P-S. €t fgw L fp e P-S.

Examinons maintenant des produits de Riesz sur quelques groupes particu-
liers.

2.3. Produits de Riesz sur T. — Revenons sur le tore T = R/Z [228].
Rappelons que si une suite d’entiers positif {\,} est lacunaire a la Hadamard
au sens ol A\p11 > 3\, pour tout n > 1, alors la suite de caracteres définis par
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exp(2miA,t) est dissociée. Ainsi on a des produits de Riesz sur T de la forme

suivante
OO .

(4) pa = [J(1+Re ane®™").
n=1

Depuis le premier produit de Riesz, qui correspond au cas A, = 4", introduit
par F. Riesz [204], il y a eu de nombreux travaux sur ces mesures.

Certains produits de Riesz sur T apparaissent naturellement comme mesures
spectrales en théorie ergodique [176]. Dans ce contexte, Ledrappier [156] a
le premier exhibé une extension d’un systéeme a spectre purement ponctuel
dont une des composantes de la mesure spectrale est un produit de Riesz.
Beaucoup de mesures spectrales associées a des substitutions possedent aussi
cette propriété [202]. Par ailleurs, Bourgain [36] a donné une formule, sous
forme de produit de Riesz généralisé, pour la mesure spectrale d’un systéme
dynamique général de rang 1 :

[T 12.0)P
n=1

ou P, (t) est un polynéme trigonométrique lié a la structure du systeme, et a
montré la singularité de la mesure spectrale pour un systeme de Chacon (qui
est un systeme particulier de rang 1).
Discutons la conjecture 2 dans ce cas du tore T. Sur le disque unité D =
I 1 . ; ; A1 2 _ 3p2 dr?
{z = re" € C: |z| < 1} introduisons la métrique ds* = d#* + 1=+ Pour

21,29 € D, la distance définie par cette métrique entre z; et 29 est équivalente

cos?(¢p — w)
d(z1,22) = |21 — 22|
\/2 — |21 + ZQ

ou ¢ = arg(z1 + 22) et ¢ = arg(z; — z2). Alors la conjecture 2 s’énonce comme
suit : Y d(an,by)? < oo implique p, < pp et Y. d(an,by)?> = oo implique
ta L pp. On sait que la conjecture est justifiée dans les deux cas suivants : (1)
> (An/Ant1)? < 00 [148]; (2) |an| = [by]

2.4. Produit de Riesz sur [[ 2, Z/myZ. — Soit m > 2 un entier. Les
éléments du groupe Z/mZ peuvent étre représentés par {0,1,--- ,m — 1} et
ceux de son groupe dual par {1,p,---,¢0" '}, ot ¢ : Z/mZ — C est défini
par

N

a

2mig

p(j) =em.
On appellera ce caractere ¢ la fonction de Rademacher du groupe Z/mZ.
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Soit {mp}n>1 une suite d’entiers tels que m, > 2. Considérons le groupe
produit

o0
G=1]z/mnz
n=1
Désignons par {¢n}n>1 la suite de fonctions de Rademacher des groupes
Z/mpZ (n > 1). La fonction ¢, induit un caractere du groupe G si 'on
définit @ (t) = @n(ts) pour t = (tx)g>1 € G, que l'on appellera la n-ieme
fonction de Rademacher de G. Le groupe dual G de G est égal a

G={pl¢f o n>1 0<e¢<m, (1<j<n)}

Tout caractere dans G correspond donc uniquement & un entier n > 0, et vice
versa. Précisément, l'entier

n =€+ eamy +e3mimg + -+ EMmime - - ME_q

(0 <€ <mjfor j=1,2,--- k) correspond au caractere

€k

Un = P15
qu’on appellera n-ieme fonction de Walsh La transformée de Fourier d’une
fonction f € LY(G) est définie par f(n) = [ f(t) dt (n > 0).

La suite des fonctions de Rademacher est une sulte dissociée de caracteres
du groupe G. Alors étant donnée une suite de nombres complexes {a,} tels
que |a,| <1, le produit

[e.o]

H (1 + Re an@n(t))

n=1
est un produit de Riesz sur G.
De tels produits ne sont autres que des mesures de Bernoulli inhomogenes.
En fait, le produit de Riesz ci-dessus est égal a la mesure de Bernoulli inho-
mogene

8%

La conjecture 2 est vraie dans ce cas du groupe G et c’est alors un cas parti-

Mp,

) 1 An orij/mn | On _2mij/my,
j p; —mn(1+26 +2€ .

@M

culier du théoreme de Kakutani (théoreme 2.1).
D’autres produits de Riesz construits par des caracteres autres que les fonc-
tions de Rademacher sont possibles et utiles ([77]).
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2.5. Produits de Riesz sur Z,. — Soit p > 3 un nombre premier et soit
Zy, 'anneau des entiers p-adiques dans le corps Q, des nombres p-adiques. Les

caracteres non-triviaux dans Z, sont de la forme

Ynk(x) = exp(2mi{p "kx}) (n>1L1<k<p",ptk),

-1 '
ou le symbole {y} désigne la partie fractionnaire ) y;p’ du nombre p-adique
j=-n

y = i y;p’ € Q, (voir [205, 220]). Nous pouvons facilement vérifier que
l’ensémbTe des caracteres {7y,1 : n > 1} est dissocié. Cet ensemble dissocié
définit des produits de Riesz p-adiques qui ont été étudiés du point de vue des
systémes dynamiques et du point de vue de ’analyse harmonique dans [94].
Le produit de Riesz
o0
Ha = H (1 + Re an’Yn,l(t))v

n=1

a la propriété remarquable suivante
n
pa(t +p"Zp) = p " Pu(t), avec Pp=]](1+Re arya(t)).
k=1

Alors on s’apercoit que la mesure u, peut étre directement définie d’apres le
théoréeme de Kolmogorov car il est facile de vérifier que p~"P,(t) ne dépend
que des to, 1, b, (t =D 5oy tkp") et que les P, (t) sont consistants au sens

de Kolmogorov.

z
p
que le décalage a gauche lorsque Z, est identifié, via le développement de Hen-

Considérons I'application sur Z, définie par Tx = = — {%}, qui n’est autre

sel, a 'espace {0,1,...,p — 1}N. Le produit de Riesz p, n’est pas T-invariant

sauf si a, = 0. Mais, sous la condition sup,, |a,| < 1, la mesure 1, est T-quasi-
o0

invariante si et seulement si 3. |a, — apy1]? < 0.

n=1
Une mesure i sur Zj, est dite quasi-Bernoulli s’il existe une constante C' > 0

telle que pour tous z,y € Zj, et tous m,n > 1 on ait

5 1 mL@NT " G) _

C = pp(@)uImly) ~

ot In(z) = &+ p"Zy = [x0, -+ ,Tn_1] avec & = y > xpp". Pour le produit
de Riesz pg, le quotient dans (5) s’exprime comme suit, ce qui nous permet

de caractériser la propriété (5) par une condition portant directement sur les
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coefficients {ay}. Comme p4(t + p"Zy) = p~"Py(t), par un simple calcul, on
obtient

© @ enty) I+ Reapma ()

palIn(@) NT " In(v) _ T (HRe(b;”“)—am,l(y))
1

ol b = a4 exp 2mip™ PR (g + w1p+ -+ 1),

Théoréme 2.5 ([94]). — Supposons que |a,| < 1 pour toutn > 1. Le produit
de Riesz g est quasi-Bernoulli si et seulement s’il existe un nombre a tel que

[e.e]
la| <1 et Z|an—a\<oo.
n=1

Démonstration. Supposons que p, est quasi-Bernoulli. Nous avons d’abord
examiner (6) dans le cas particulier x = 0. Alors b,(g"’o) = Qpyk. Posons 0,, ;, =

% arg(an1r — ax). Prenons y € Z, tel que
1
2p

_ -~ 1
O+ 0 (o +yip+ - +yp_1p™ ) — 2‘ <

C’est possible car dans tout intervalle de longueur 1%’ en particulier celui centré

en % — Oy 1, il existe un nombre de la forme p*k(yo +yip+ -+ yk,lpkfl).

Alors le produit dans (6) est majoré pour = = 0 par

ﬁ <1 |1k —ak\cosg>
k=1 2

Ceci, avec I'inégalité 1 — z < e " et la premiere inégalité dans (5), implique

1 m
—logC < ~5 COSZ; |an+k — akl,

d’ou
o
2logC
sup 3k — ax| <~ o <
n>11— 084

Evidemment ceci implique que {a,},>1 est une suite de Cauchy. Soit a sa
limite. On a |a| < 1. Par le lemme de Fatou on a

oo oo (o.]
g lag —a| = g lim |ax — aptx| < sup E lag, — anti| < +00.
n—+0o0 n>1
k=1 k=1 2l k=1
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On constate que |a| # 1. Sinon, lim a, = €. Alors (6) avec m = 1 devient
n—oo

9 .zo+'~+zn_1p"71+yopn
3 pn+1

:ua([n(ilf) N Tinfl(y) o 1+ Rean—i—le 4
pra(In(2))pa(11(y)) 1+ Re alezm%o

Le numérateur du membre a droite peut s’approcher de zéro, ce qui contre-
dit (5).
Montrons maintenant que la condition est suffisante. Soit

e}

v= H(l + Reavy 1 (z)).

k=1

Cette mesure est quasi-Bernoulli. En effet, d’apres (6), on a

1Ogu<fn<x>nT-nIm<y>>’< ol |y gmett | 2rlal 9 1
V(@) (In@) |~ 1=l & = Lol & pF

La premiere inégalité est obtenue grace a |logx — logy| < mli:fla'y). D’autre

part, u, est fortement équivalente a v en ce sens que

-1 tra(In())
) ¢

car

log

pa(In (7)) ‘
v(In(x))

On en conclut que pu, est quasi-Bernoulli. [J

Un résultat similaire a été obtenu pour les mesures de Bernoulli inhomogenes
par T. Langlet [152].

Concernant la conjecture 2, un résultat partiel est obtenu dans [94] : Soit

< Z llog(1 + Reagyg(z)) —log(1 + Reayi(x))| < CZ lax, — al.
k=1 k=1

tq €t pp deux mesures de Riesz p-adiques. Supposons que |a,| < 1 pour tout
n. Pour que pq ~ pyp il suffit que

0o 2 _
Z |y — bp? (1 4 20— V) (9 1/1n)> < 0.
— 2 — |an, + by

On ne sait pas si cette condition est nécessaire. Remarquons que cette condi-
tion est formellement différente de celle conjecturée dans le cas du tore T, qui
est

o9 2 B
Z lan — ba|? [ 1+ 05 (9 — Yn) < o0
n=1 \/2_|an+bn‘

Voir aussi [212] pour d’autres informations sur ce sujet.
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Nous allons dans les deux chapitres qui suivent présenter deux autres
grandes classes de mesures construites de fagon multiplicative, les unes
déterministes, les autres aléatoires.

3. Fonctions presque multiplicatives et mesures de Gibbs

Nous allons revenir sur la notion de mesure quasi-Bernoulli introduite
dans la section 2.5, mais cette fois sur un espace symbolique, en considérant
d’emblée la notion plus générale de fonction presque multiplicative sur les
cylindres d’un espace symbolique. Ces objets se dégagent naturellement
apres qu’on a rencontré la notion de mesure de Gibbs dans le formalisme
thermodynamique [38, 206], mais se rencontrent tout aussi naturellement
quand on regarde les normes des produits de Birkhoff, ou cocycles, associés
a une fonction continue de ’espace symbolique dans un espace de matrices
carrées d’ordre donné. Les fonctions presque additives obtenues comme loga-
rithmes de ces objets font parties des fonctions potentiels considérées dans
les développements récents du formalisme thermodynamique, dit sous-additif
(voir [61, 24, 97, 29, 175, 47]).

Nous commengons par définir les fonctions presque multiplicatives (section
3.1). Ensuite nous introduisons les mesures de Gibbs (section 3.2) comme
un exemple fondamental, parmi d’autres, de telles fonctions (sections 3.3 et
3.4). Nous donnerons ensuite des exemples de réalisations géométriques de ces
mesures (section 3.5).

Rappelons d’abord quelques notations. Soit
E;;:{O,l, 7m_1}N

I'espace symbolique & m symboles (m > 2). Le décalage & gauche o : 3F — St
est défini par

o (Yi)i>0 = (Yi+1)i>o0-

Ce décalage est continu. La dynamique topologique (X}, 0) est un modele
d’une large classe de systemes dynamiques.
Pour tout n > 0 on définit

> ={0,1,---,m—1}",

avec la convention X9 = {(}. Un élément w de X7, s’appelle aussi un mot
dont la longueur n est également notée |w|. On note ¥} I'ensemble des mots
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de différentes longueurs. La topologie de 2. est métrisable : la distance entre
T,y € X est
d(:li,y) = dm(xa y) =m ",
ol n est le plus petit entier tel que z,, # yp,. Pour y = (y;)i>0 € X;}, on définit
le cylindre
Ylnl = Yo, 91, s Yn—1]

qui est la boule fermée de centre y et de rayon m~". Le diametre de [y|,] sera
noté |[yln]|.- Si w =wuy---u, et v =101 - - - vy, sont deux mots, le mot concaténé
UL+ Up1 - -+ Uy Se€ra noté u - v ou parfois simplement uw..

On notera C,, I'ensemble des cylindres de ;. et pour k > 0 on notera CF,
I’ensemble des cylindres de génération k.

On notera aussi M (o) 1’ensemble des mesures de probabilités boréliennes
sur X invariantes par o.

La dynamique (X;},0) admet de nombreuses mesures invariantes dont les
mesures de Bernoulli, de Markov et de Gibbs qui seront des exemples fonda-
mentaux de fonctions presque multiplicatives.

3.1. Fonctions presque multiplicatives des cylindres. — Soit ¢ une
fonction positive non identiquement nulle définie sur C,,.

Définition 3.1. — On dira que v est presque multiplicative s’l existe une
suite strictement positive (yn)n>1 telle que
1
lim &7 _

n—oo n

et pour tout p,q > 1 et (w,w') € X5, x ¥, on a

(7) W () ([w']) < P([w - w']) <y (fw)y([w']).
Si Y est la restriction a Cyn, d’une mesure u, on dira que | est presque multi-
plicative. Le support de ¢ est défini par

supp(¢) = {y € &}, : ¥V n > 0,9([yln]) > 0} .

On notera PM (C,,) 'ensemble des fonctions presque multiplicatives sur Cy,.
Lorsque la suite (7y,)n>1 est bornée par une constante v, la mesure p est
baptisée ”quasi-Bernoulli” dans [172, 173, 40] par référence au cas ot y = 1
et p est une mesure de Bernoulli (voir la section 3.2.2).

Par construction, si [S] désigne 'union des cylindres [y] de longueur 1 tels
que ¥([y]) > 0, alors

supp(¢) = () o " ([S])-

n>0
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On déduit de la propriété (7) que la suite
o= 3 w(w)) (1)
wexy,
est sous-multiplicative au sens fort ou
’Y;lsnsp < Sp4p < YnSnSps Vn,p > 1.
On peut donc définir la limite
o1

(8) P(log¢) = lim —log »  ([w])

n—oo n

wexn,

et pour tout n > 1 on a

(9) Yo Lexp(nP(log¥)) < 3 ¢([w]) < v, exp(nP(log ).

wexn,

Définition 3.2. — On appelle P(log ) la pression topologique de la fonction
log .

La proposition suivante montre qu’a toute fonction presque multiplicative
on peut associer une mesure invariante presque multiplicative.

Proposition 3.1. — Soit v € PM(Cy,). Il existe une mesure p invariante
presque multiplicative de support égal a supp(v) telle que pour tout w € Cp,
de longueur n on ait

(10) Fo o ([w]) < p([w]) exp (= nP(log(v)) < Fnth((w]),

la suite (Yn)n>1 €tant une puissance de (Yn)n>1. De plus, si (yn)n>1 est bornée,
alors 1 est unique et ergodique.

Démonstration. Tout d’abord, pour tout n > 1 considérons la mesure de pro-
babilité u,, dont la densité par rapport a la mesure de Haar sur chaque cylindre
[w] de génération n est égale a la constante

m"([w))
Zw’ezgl Y([w'])

Alors, sin,p > 1 et w € Xy, en écrivant fin,yp([w]) = D cxm tnip([w-v]) et en

utilisant (7) dans le numérateur et le dénominateur de ’expression définissant
fn+tp([w - v]) on obtient

) ()
L v R A D S (7 1%
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Il découle alors de (9) que (10) a lieu avec 7, = v pour toute mesure y dans
I'adhérence faible de la suite (pn)n>1-

La mesure g peut étre choisie invariante car toute mesure prise dans
I'adhérence de la suite N ! Z]kV:O po o~ F satisfait (10) avec ¥, = 2.

Si maintenant la suite (v,)n>1 est bornée par une constante 7, alors le fait
que 'on ait la propriété de mélange fort :

Vn,p>1, V(w,w') eXl x 3P
p(w]no W) = u(fw-w') >3~ p((w)u(w]) =y p(w])ple" w'])
impose que pu est ergodique (cette remarque apparait dans [44] a propos de la

mesure harmonique sur certains répulseurs conformes. En théorie ergodique,
il s’agit du lemme de Knopp [50]). OJ

Toute mesure presque multiplicative est approchée d’une certaine fagon par
des mesures quasi-Bernoulli, ce que montre la proposition suivante.

Proposition 3.2. — Soit u une mesure presque multiplicative sur ¥}, Pour
tout € > 0 1l existe une mesure quasi-Bernoulli p. telle que pour tout w € X7,
tel que [w] Nsupp(u) # 0, on ait
e—\w\e < ,u([w]) < e|w|e.
e ([w])

Démonstration. Pour tout k > 1 notons v, la restriction de u & la tribu o (CF,).
Soit alors 7, la mesure définie par 7, = v sur (ZE)EN" (o (CE)ENT) =
(3 ,0(Cm)). La presque multiplicativité de p entraine que pour n > 1 et
w € X7 tel que [w] Nsupp(u) # 0 on a

s By ok

De plus, la mesure vy est clairement quasi-Bernoulli de consante

v =max(y1, -, Ye—1)-
On peut donc prendre u. = vy, des que log(yg)/k < €.

Corollaire 8.1. — Soit 1 une mesure presque multiplicative sur 3} . Pour
toute mesure invariante v telle que supp(v) C supp(u), la fonction
_log p([z(n])
n

converge presque partout et dans L'(v), quand n tend vers linfini, vers une
fonction mesurable invariante hy,(x), constante si v est ergodique.
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Lorsque v = pu, ce résultat est un cas particulier du théoreme de Shannon-
McMillan-Breiman (voir section 5.5.2).
Démonstration. On note d’abord que n~!log u([z|,]) est uniformément borné
en n et en = sur supp(u). Le résultat est alors une conséquence de la proposi-
tion 3.2 et du théoreme ergodique sous-multiplicatif de Kingman [150].0]

3.2. Théoréme de Ruelle et mesure de Gibbs. — Les mesures de Gibbs,
qui forment une classe de mesures presque multiplicatives, sont construites de
la maniere suivante, essentiellement fondée sur le théoreme de Ruelle concer-
nant les opérateurs de transfert.

Pour un potentiel a-holderien ¢ : ¥ — R, c’est-a-dire tel que

_ upl#@) = 00)

[¢]a TH£Y d(l‘,y)a

< 00,

I'opérateur de transfert associé a ¢ est défini par

Lof(x) =Y "W f(y).

oy=x

Cet opérateur agit sur l'espace des fonctions continues C(X}) muni de la
norme de la convergence uniforme ||f||~, et aussi sur I'espace des fonctions
a-holdériennes A, (X)) muni de la norme holdérienne

1= 11Nl + [fa-

Théoréme 3.1 (|206]). — Supposons que ¢ € A,. Alors

(i) le rayon spectral X > 0 de Ly : Aoy — Ao est une valeur propre simple
a laquelle est associée une fonction propre strictement positive h. De plus, il
existe une mesure de probabilité v telle que L;;l/ = v

(ii) si l'on normalise h de sorte que (h,v) = [ hdv =1, alors il existe des
constantes ¢ > 0 et 0 < B < 1 telles que pour toute f € A, on ait

(11) IATMLEf = (fsv)hll < B (I £

La quantité P(¢) = log A s’appelle la pression topologique de ¢ (voir
également la section 3.3 pour une définition équivalente qui justifie la
définition 3.2). La mesure u = hv, notée pg, est ergodique, et c’est 'unique
état d’équilibre de ¢ (voir la section 5.5.2 pour la définition de cette notion).
Cette terminologie provient du formalisme thermodynamique. Pour une
preuve du théoreme 3.1, on se reportera a [38, 206, 74, 189].
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Comme conséquence du théoreme 3.1, la mesure 14 possede la propriété de
Gibbs suivante : il existe une constante v > 1 telle que

1
(12) ;€S"¢(z) < pg([2]n]) exp(—nP(g)) < 79
pour tout x € ¥} et tout n > 1, ol
n—1
Suf(x) =Y flo'x)
§=0

est la n'*™ somme de Birkhoff de ¢ prise en z.

Toute mesure fortement équivalente a p vérifie (12) (en changeant
éventuellement la valeur de ) et est appelée mesure de Gibbs associée
a ¢. Notons que la notion de mesure de Gibbs s’étend a d’autres systemes
dynamiques. Par exemple, les dynamiques 7" : X — X, ou X est métrique
compact, et T localement dilatante (voir [82], et ’exemple du cookie-cutter
donné dans la section 3.5.1).

Une mesure de Gibbs p associée a ¢ est quasi-Bernoulli, car pour tous
cylindres [w] et [w'] on a

1
(13) gu([w])u([w’]) < p(fw - w') < v u(fw))e([w)).
En effet, prenons x € [w - w']. En utilisant trois fois la propriété de Gibbs on

obtient

p([w])p([w),

v

,LL([’LU . ’LU,]) 1 6S\w|¢(w)+s‘w/‘¢(a'|w‘a;) 1
~3

exp((|lw] + [w'|)P(¢)) — vexp((|w| + [w'[)P(¢)) — v
I’inégalité inverse se prouvant de maniere analogue.

Cette propriété peut étre généralisée de la maniere suivante, qui précise
les propriétés de dépendances faibles du processus canonique stationnaire
(20, .. Zn,...) sous la loi pg.

3.2.1. Quasi bernoullicité forte. —

Théoréme 3.2 ([90]). — Soi pn = pg la mesure de Gibbs associée & un po-
tentiel hélderien ¢. Soit w > 1 un nombre suffisamment grand. Pour tout
cylindre Dqy et pour tout nombre quelconque de cylindres D1, ..., Dy de lon-
gueur n on a

" ( Dy N, o~ otitntdlp j)

< 3 1 c" k
Ty n(Dy) <7’ (1+¢8"))

(14) 7P —ep) <
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ot ng > |Do| et d = |wn] (|a] désignant la partie entiére d’un nombre réel
a).

Les événements a_(”0+j("+d)Dj ne sont en général pas indépendants re-
lativement & la mesure de probabilité . La quasi bernoullicité forte signi-
fie qu’ils sont dépendants dans un sens faible. Cette dépendance faible est
tres utile et elle permet d’exploiter des techniques probabilistes traitant des
événements indépendants. Nous illustrons 'usage de la quasi bernoullicité forte
dans I’étude du recouvrement dynamique (section 9.4). Voir aussi [86] pour
une autre application a ’étude du recouvrement dynamique.

Démonstration. Quitte a remplacer ¢ par ¢ — P(¢), on peut supposer que la
pression de ¢ est nulle. Remarquons d’abord que

k
DO N m U_[n0+j(n+d)]Dj — DO ) 0_—|D0|B
7=1

k
B = ﬂ U—[n0—|D0|+j(n+d)]Dj
j=1

est une union finie de cylindres disjoints que nous noterons B;. En appliquant
la propriété de Gibbs (13) & A = Dy et B = B;, on obtient

1 _
~sho(Do)s(B) < po(DoNo 1Pl B;) < 43116 (Do) g (By).
Puis sommons sur les B; pour obtenir
1 _
(15) $M¢>(D0)M¢(3) < (Do N o™ 1P1B) < 411y (Do) g (B).

Observons que l'invariance de p4 implique

k
no(B) = pg | (o U~ I,
j=1

Ceci, avec (15), montre qu’il nous reste & prouver
u <ﬂ‘];:1 O'_[(]_l)(n+d)]D]>
k
Hj:l n(Dy)

En fait, nous pouvons prouver un peu plus. Utilisons les notations E f =
J fdpet [[flli = [ fllp1(w- De Iinégalité

[E(f oo™ g)l =[E(f - L"g)| < IL"gllooll.f ]2

(16) (1—cpm)F < < (L+cfm)".
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(appliquée & g—E g et f) et du théoréeme de Ruelle, on déduit que, pour toutes
fonctions holdériennes et positives g et f, on a

n _ E E n n _ E
(1 _ Al glll) < (foa™-g) < (1 g ) glll) .
Eg E fEg Eg
Par récurrence, pour un nombre fini de fonctions g, - , gx € Ao et pour des
entiers 0 =ny <ng < ---<ngona
k—1 R
T (1o ol
e Eg;
El}_ gj00™ = gririllg; — E gy
< — <H<1+c o f).
[l;=1Eg; j=1 9i

Afin d’obtenir (16), nous appliquons ces inégalités aux fonctions indicatrices
des cylindres g; = 1p,. Comme ces cylindres D; ont la méme longueur n, on

a

1 1
lgjll = 1 +2°7,  — = < 2= or)

Egj  w(Dj)
(inégalité est une conséquence de la propriété de Gibbs). Prenons d := |wn |
avec w suffisamment grand tel que v20tmax(=¢) < 1 On obtient le résultat

en prenant les n; tels que ny =0 et nj1 —nj =n+d pour j > 2. [
Dans les deux sections suivantes nous donnons des exemples simples et
fondamentaux de mesures de Gibbs.
3.2.2. Mesures de Markov. Approximation par mesures de Markov.—
Soit (po,p1,- - ,Pm—1) un vecteur de probabilité. Définissons
¢(z) = log pa,-

La mesure de Gibbs est alors la mesure de Bernoulli y, qui est caractérisée
par

pp([To, 21, Tn—1]) = PuoPay Py -
Plus généralement, considérons la mesure de Gibbs associée a une fonction
¢(z) = ¢(xo, 21)
qui ne dépend que des deux premieres coordonnées de x. Posons
®(i, j) = D).
(attention a l'ordre de i et j dans le membre de droite). Soit

h = (h(O), h(l)’ T vh(m - 1))’ v = (U(O),U(l), T ’U(m - 1))
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deux vecteurs a composantes positives, solutions respectives des systemes
m—1
O, j)h(j) = Ah(i),  (0<i<m—1);
§=0
et

m—1

Z v(i)®(i,5) = Mv(j),  (0<j<m-—1).

Considérons ® comme une matrice, h comme un vecteur colonne et v un
vecteur ligne. Alors les deux systeémes s’écrivent

dh=\h,  vd = ).

C’est dire que h est un vecteur propre a droite associé a A de la matrice ® et v
un vecteur propre a gauche. Le fait Lyh = Ah équivaut a ®h = Ah, c’est-a-dire
au premier systeme ci-dessus.

Supposons que h et v soient normalisés de sorte que

Posons
v(j)®(J, i)
Av(i)
Alors la mesure de Gibbs ji4 est la mesure de Markov qui est caractérisée par

pj = h(j)v(4), Pij =

Nfb([xOv Z1,- - axn]) = PzoPzo,z1 """ Pzrrn_1,2n"

Autrement dit
1
,LL¢([£L'(), Ty, ’xn]) = Vv(xn)q)(xrw xn—l) o (b(llZu xl)(b(xla xo)h(xo)
ou bien
v(zn)h(@o) sontg(ota)
>\n
L’exemple de la mesure de Markov que 'on vient d’examiner est un cas

N(b([xO?xl’ te 7xn]) =

particulier de la construction générale suivante.
Soit k > 1. Soit (p(w)),,cxh+1 un vecteur de probabilité strictement positif
tel que pour tout mot €; - - - €, on ait

(17) ZP(€'€1"'€k): ZP(Gl"'Gk'G)-

eexl eexl,

Alors, on définit de maniére unique sur %, une mesure invariante y en posant

p(ler - -~ exsa]) = p([er - - - ext1])
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et pour tout n > 1,

e — oler---e - p(lej - €kl
pller - entr]) = p(ler k+1])£[2 T P

Cette mesure vérifie la propriété de Markov

len—r - €nl) (n > k).

uler-enl) = ller - enmal) =t

De plus, la mesure p est la mesure de Gibbs associée au potentiel, constant
sur les cylindres de génération k + 1, défini par

¢(x) =logp(xy - xky1) — log Z p(xy -z - €).
eexl

Pour toute mesure invariante v de support plein, pour tout £ > 1, le vecteur
e = (v([wr - "wkﬂ]))wez’fjl satisfait clairement (17). Notons v la mesure
associé a pr comme p I’était a p. Les propriétés suivantes, faisant intervenir la
notion d’entropie définie a la fin de la section 5.5.2, bien qu’immeédiates sont
fondamentales.

Proposition 3.3. — [81] Soit v une mesure invariante de support ¥} . La
suite de mesures de Markov (v)g>1 converge faiblement vers v. De plus, la
suite d’entropies (hy, )p>1 converge vers h,.

3.2.3. Produits de Riesz spéciaux. — Soit ¢ > 2 un entier. L’application
Ty :  — gz ( mod 1) définit une dynamique dilatante sur le tore T. Pour tout
nombre complexe a tel que |a|] < 1, le produit de Riesz

(o)

o = TJ (1 + Re aci"

n=0
est la mesure de Gibbs associée au potentiel log(1 + Re ae?™).
L’invariance de u, se justifie facilement par le calcul des coefficients de

Fourier. La justification utilise la similitude suivante
A = (=14 gA")UgA" U (1 + gA™)

ou A* est 'ensemble des €y + €1g + -+ + €,¢" (n > 0,¢; = —1,0,1), car cela
implique que k € A* si et seulement si kg € A*.
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3.3. Mesure de Gibbs au sens faible. — Lorsque le potentiel ¢ est sup-
posé seulement continu, il existe une mesure de probabilité p sur X et un réel
A > 0 tels que L7 (p) = Ap. En effet, I'application p — ||L;‘5(,LL)H_1LZ(,LL) est
continue de I’ensemble des mesures de probabilité sur X dans lui méme, qui
est convexe et faiblement compact dans ’espace de Banach séparable des me-
sures signées. Donc cette application admet un point fixe d’apres le théoreme
de Schauder-Tychonov.

On montre alors ([145]) en utilisant le fait que (L%)"(1) = A"u que l'on a

N

nécesairement log A = P(¢), ou

(18) P(¢) = lim flog 3 Sup Sno(@)

n—oo n
wexn, zelw

est la pression topologique de ¢ (cf. [206]). De plus, le comportement local
de p est 1ié a celui des sommes de Birkhoff de ¢ de la fagon suivante [145] : il

1
existe une suite positive (y,)n>1 telle que lim M =0et
- n—oo n
(19) Y 150 < pu([]n]) exp(—nP($)) < e O

pour tout z € ¥ et tout n > 1. Il s’ensuit que p est presque multiplicative.
Les inégalités (19) montrent que l'analyse multifractale de p (qui est une
conséquence des résultats de la section 7.1 valables pour toute mesure presque
multiplicative) n’est autre que celle de la limite des moyennes de Birkhoff

no(z)/n.

3.4. Une construction générale de fonctions presque multiplicatives.
— Les fonctions presque multiplicatives obtenues a partir de potentiels conti-
nus font naturellement partie d’une classe plus générale d’objets obtenus
comme normes de produits de matrices. Nous les décrivons dans la section qui
suit. Apres quoi, nous proposons un schéma de construction d’objets encore
plus généraux.

3.4.1. Produits de Birkhoff de matrices strictement positives. —
Soit M : X — Mgy(R%), une application continue de X}, & valeurs dans
I’ensemble des matrices carrées d’ordre d & coefficients strictement positifs. La,
proposition qui suit est une conséquence immédiate du lemme 2.1 de [97]. Les
mesures de Gibbs au sens faible correspondent au cas d = 1.

Proposition 3.4. — L’application
Y([w]) = sup [|M (0" ) M()|

z€[w]
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appartient a PM(Cp,) (]| - |

étant n’importe quelle norme de matrice).

Démonstration. 11 suffit de prouver le résultat pour la norme ||Al| = " |A4; ;|-
Soit 1 est le vecteur colonne dont les composantes sont toutes égales a 1, et
E = 1'1. Lorsque A est positive, on a ||A|| = ‘1A1. Si A et B sont deux
matrices positives, on écrit A > B pour signifier que A;; > B;; pour tout
1<i,57 <d. Aussi, on a
IAEB| = [|A11B| < ||A] || B]|.
On aura besoin du lemme suivant dont la démonstration est reportée a la

+

fin de la preuve de cette proposition. Pour n > 0 et x € ¥,

M (z) = M (o™ 'z) - M(z).

, hotons

Lemme 3.1 (|97], lemma 2.1). — II existe une constante C' ne dépendant
que de M telle que, quels que soient p,q > 1 et x € X, on ait

m’

CllmpM ()| [|g M (P @) || < [[mpg M ()| < [l M ()] ||7g M (P ).

L’inégalité de droite implique clairement que ¥ ([w - w']) < ¥ ([w])y([w'])
pour toute paire de mots {w,w’}. Ecrivons M (x) = (eXp(qSi’j(:L‘)))i’j et po-
sons wy = max;; Wy, ;, Ol Wy, ; est le module de continuité de ¢; ;. Enfin,
définissons pour p > 1

P
Tp = €Xp (ZWM(m_k)>-
k=1
Alors, pour tout p > 1 et z,2’ € &} tels que T, = a:"p, on a
[mpM ()| >, M (2)].
Donc, pour tout p,q > 1, (w,w') € ¥h, x et z € [w-w'] on a

170p+g M ()| > C, sup lmp M (2)|]) [|7g M (oP)]],
ce qui implique

b([w - w']) > Cryy tp([w])([w']).
d

Preuve du lemme. L’inégalité de droite provient de la sous-multiplicativité
de la norme choisie.
Puisque M est continue et & valeurs dans les matrices strictement positives,

il existe une constante C' > 0 telle que, pour tout = € ;b | on ait
miniyj Mi,j(x) > dC
max;, ; Mi,j(x) B ’
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Cela implique M (z) > CEM (z). En utilisant cette inégalité pour M (oP~1x),
on obient

[TprgM ()| = llmgM(0"z)mp M (2)]|
> ||mgM(oPx)CEm,M (z)||
= ClmpM ()| [[mgM (o”z)|

g

3.4.2. Projections et produits croisés d’éléments de PM(C,,). —

Nous mettons maintenant en évidence deux procédés pour obtenir de nou-
veaux éléments de PM (C,,) & partir des éléments construits dans la section
précédente.

On se donne deux espaces symboliques X}, et ¥f et on identifie 3

a Xf x X} en prenant pour alphabet I'ensemble X, X Xp,. Alors, pour

tout n > 0, les éléments de C

ou wy € Xy, et wg € X7, .

n

Thims, sont les produits de cylindres [wq] x [wa],

Proposition 3.5. — Si p € PM(Cnym,) est la restriction d’une mesure,
alors les projections de p sur X, et St sont respectivement des éléments de
PM(Cyn,) et PM(Cpy).

Par conséquent, a partir de la mesure associée a un élément de PM (Cpyim,)
obtenu comme dans la section 3.4.1, par projection on construit des fonctions
de PM(Cp,,) et PM(Cy,,) qui ne pourraient étre obtenues autrement.

Proposition 3.6. — Soit p € PM(Cpyym,) €t 8 € PM(Cy,,). Alors, la fonc-

tion définie pour (wi,wsy) € X¥

*
my X ng par

p([wi] x [wa])
2 st PUwa] X [ws])

Y([wi] x [wa]) = O([w1])

appartient & PM (Cpyyms,)-

L’élément de PM (Cyyym,) ainsi construit n’est pas non plus de la forme
définie en section 3.4.1 si 0 et 0 : [wy] — ngez% p([w1] x [wh]) ne sont
pas équivalentes. Des mesures croisées presque multiplicatives de ce type se
rencontrent naturellement dans ’analyse multifractale des mesures de Gibbs
projetées sur des tapis de Sierpinski auto-affines (voir la section 7.4).
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3.5. Mesures de Gibbs auto-conformes et auto-affines. — Nous abor-
dons des exemples de réalisations géométriques naturelles des mesures presque
multiplicatives considérées précédemment. Ceci se fait en projetant ces me-
sures sur des attracteurs de systemes de fonctions conformes itérées (IFS) ou
des répulseurs conformes codés par le méme espace symbolique.

3.5.1. Mesures de Gibbs sur un attracteur d’IFS ou un répulseur
conforme. — Donnons-nous un entier N supérieur ou égal a 2 et un ensemble
S ={So,...,Sn-1}, dit systéme, de N fonctions strictement contractantes de
R? dans lui méme.

Notons mg I'application de Zj\} dans R? définie par

ms(t) = lim Sy, 0 Sy, 0--- 5y, (0).

L’ensemble 7g(X ) est Pattracteur associé aux itérations du systéme S, c’est-
a-dire I'unique ensemble compact non vide K € R? tel que

N-1
(20) K= Se(X).
k=0

On dira que le systeme S satisfait la condition de séparation dite "open set
condition” (OSC) introduite dans [122], s’il existe un ensemble ouvert borné
non vide U tel que
N-1
(0SC)  |J Se(U) cU et Sp(U)NS;(U)=0sij#k
k=0
Si p est une mesure presque multiplicative sur Cp, sa réalisation géométrique
naturelle sur K est sa projection p o mg L
Dans le cas ou p est de type Bernoulli, c¢’est-a-dire s’il existe un vecteur de
probabilités p = (po,...,pn—1) tel que p = pp = ( iV:_Ol piéi)®N*, alors il
existe une unique mesure v de probabilité satisfaisant I’équation

N-1
(21) v= Zpkyosk_l.
k=0

Onav=ppomg’ (voir [122]).
Si les éléments de S sont des similitudes (resp. des transformations affines)
I'ensemble K est dit auto-similaire (resp. auto-affine), de méme que v.

Si les applications S; sont de classe C!, injectives et définies sur un méme
ouvert U tel que S;(U) C U, et ¢l existe v €]0,1] telle que la différentielle
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de S; soit a valeurs dans l’ensemble des similitudes de rapport de contrac-
tion inférieur a ~, alors K et v sont dits auto-conformes (voir par exemple
[85]). Nous illustrerons ces mesures par des cas concrets dans les sections
3.5.2 et 7.5.4.

Les répulseurs conformes sont des ensembles compacts munis d’une dyna-
mique conforme expansive qui les rend facteurs d’un sous shift de type fini sur
un espace symbolique unilatéral du type . 11 est donc naturel d’y projeter
des mesures de Gibbs ou faiblement Gibbs. Pour une description approfondie
de ces ensembles et des mesures de Gibbs qu’ils portent on pourra consul-
ter [191], ainsi que [163]. Lorsque ce sous-shift est en fait le shift plein, on
obtient une mesure de type auto-conforme comme décrit ci-dessus. Nous ne
considérerons ici que I’exemple le plus simple des ensembles de type ”cookie-
cutter”, qui sont des ensembles de Cantor (non linéaires) auto-conformes, et
les mesures de Gibbs sur un ensemble de Cantor de ce type.

Soit Uy et Uy deux sous-intervalles de [0, 1] disjoints. Pour ¢ € {0,1}, soit
T; : U; — [0,1], un difféomorphisme de classe C117 (y > 0) tel que |T7] > 1,
et soit g; = (T;)~! Vinverse de T;. Soit T : Uy U U; — [0, 1] 'application dont
les restrictions a Uy et Uy sont respectivement Ty et T7. On définit alors

K = ﬂ U Gw, ©* © Gu, ([0,1])

n>1wesy

et, pour tout w € X7,

Kw = gw|1 O« ng|n(K)'

Par construction, T-1(K) = K, et K est 'unique sous-ensemble compact
de [0, 1] satisfaisant cette équation. L’application

T 23' - K
w o lim gy, 0 ng|n(0)
n—oo
est un homéomorphisme qui conjugue les systemes dynamiques (ZéIr ,o) et
(K,T). Par conséquent, si ¢ est une fonction holdérienne définie sur K, il
existe une unique mesure ergodique yi, sur (K, T), dite de Gibbs, pour laquelle
il existe C > 0 et P, € R tels que 'on ait

(22) ol < Ho(Ku) <0, (Vwes*, Ve Ky),
oD (S 9(@) — [w]P)
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o P, = P(por!) et

n—1

Sp(a) =Y o(T*(x)).

k=0

1

La mesure 1, n’est autre que la mesure o7~ ou p est la mesure de Gibbs

associée a oL,

3.5.2. Des mesures auto-similaires avec empiétements vues comme
normes de produits de matrices ou mesures de Gibbs faibles sans
empiétements. — L’étude de la géométrie d’'une mesure de Gibbs pro-
jetée sur un attracteurs d’IFS est une question trés délicate non résolue en
général. Cela provient du fait que les différentes copies S;(K) de K dans (20)
peuvent se recouvrir de facon trés complexe quand on n’est pas dans la situa-
tion géométrique simple ou la condition (OSC) est satisfaite (cette situation
sera illustrée dans la section 5.5.5). Nous allons décrire a ’aide d’un exemple
une situation intermédiare non triviale bien comprise, entre la condition (OSC)
et la situation générale, pour laquelle on contréle les recouvrements.

Supposons que le systeme S satisfasse la propriété de type fini suivante :

d=1, Si(x)=pr+by, 0<p<l, beR, k=1,...,N,

et il existe un ensemble fini I' tel que pour tout entier n > 1, et tous mots w
et w' dans X%, notant Sy, = Sy, 0+ -+ Sy, on ait

P~ "1Sw(0) = Sw (0)| > ¢ ou p~"Sw(0) = Sw(0)| €T,

-1 .
c=(1-p) (1I§I}€aSXka - él}clgank)'

Alors, la mesure v est équivalente a la projection sur l'attracteur d’un systéme
satisfaisant la condition (OSC) d’une mesure obtenue sur un autre espace
symbolique ZJT/I a 'aide de la norme de produits de Bernoulli de matrices po-
sitives (mais non nécessairement strictement positive comme c’est le cas dans
la construction faite dans la section 3.4.1; voir section 7.3); cette propriété
non triviale est obtenue dans [95] (voir aussi [217, 218, 100]). Dans certains
cas, on sait méme montrer que ces normes de matrices sont équivalentes a une
mesure de Gibbs au sens faible [106, 183]; détaillons cette idée dans le cas
de la (2, 3)-convolution de Bernoulli sur R, qui est définie comme suit.
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On se donne une suite (X,,),>1 de variables aléatoires indépendantes et uni-
formément distribuées sur {0, 1,2} et l'on appelle (2, 3)-convolution de Ber-
noulli la loi de probabilité v de la variable

1 —n
X:§ZXn2 .

n>1

La mesure v est clairement portée par [0, 1] et on peut déduire de la définition
de X qu’elle satisfait I’équation d’autosimilarité :
1 1 1
v = §yoSo_l—1—511051_1—i—gyoS'Q_l,
ou Si(z) = x/2+i/4 pour i € {0,1,2}. Le systeme {Sp, S1, 52} ne satisfait
pas ’OSC, mais il est de type fini.
Nous exposons maintenant certains résultats de la section 2.1 de [106]. On
peut montrer par récurrence que si 'on considere le systeme S = {Sp, Sa},

alors pour tout w € X5 = J,,5¢10,2}", on a

11
v(Sw([0,1])) = §jtvwlpwu

37’L
ol
Pw:Pwlpwg"'Pwmp

vo:(é), V2:® V:@’ POZG (1)) P2:<(1) D

(les intervalles Sy ([0, 1]) sont les sous-intervalles dyadiques de [0, 1]). Si 'on
définit

et

11

(23) pl(]) = 552V P Pa - Pu V.

alors p se prolonge naturellement en une mesure invariante sur E; et I'on a
p([w]) = 37| Puy Py - -+ P |-

De plus, la projection naturelle 7 = gon~—! de u sur la grille dyadique est telle
que

3 Z/(Sw([o, 1]))
n+2 = v(Sw([0,1])) =3

(24)

Nous allons montrer que la mesure p définie par (23) est également une
mesure de Gibbs au sens faible associée a un potentiel continu ¢ sur E;.
Introduisons d’abord quelques notations.
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Etant donné un mot infini z € 22, on peut le représenter d’une seule
fagon comme concaténation infinie d’une suite de mots (w;);>1 de sorte que
chaque mot w; ait toutes ses lettres identiques et que deux mots consécutifs
ne contiennent pas la méme lettre. On pose a;(x) = |w;|.

Alors, pour tout n > 1, il existe un unique entier k;(n) tel que le mot ),

# (), ou s =

s'écrive wy -+ Wi, (n)—1 Wk (n), AVEC Why(n) = Wha(n)j—s, .

k ~ ~
> im1 @k On pose dy, () = [Wi, ()| = 1 — Sp, (n)—1-

Etant donnée une suite finie d’entiers positifs (a)r>0 on note

1
lag; a1, . .., a] =a0+—1
@+ ———
. 1
N
ag
si a; > 0 pour tout 1 <i <k, et [ap;ai,...] =limg_oo[ap;a1,...,ar) sia; >0

pour tout ¢z > 1.

Maintenant, définissons

ng = inf{n > 0: 0"z € {0,2}},

ot pour i € {0,2} i est le mot infini dont toutes les lettres sont égales &
i. Notons que si 0 < n, < oo, alors a1(z) + -+ + ag,(n,) () = n, et donc
Aoy (ng) = kg (ng) (T)-
Théoréme 3.3 (|106], Theorem 2.2). — La mesure j1 est une mesure de
Gibbs au sens faible pour le potentiel

log(1/3) sing =0,
o(x) = ¢ log([1;a1(x), ... s Oy (ng)—1(2), ay, M)( x)]/3) si0 < ny, < oo,
log([1; a1(x),...]/3) $i ngy = o0.

Remarque 3.1. — Par construction, on a P(¢) = 0. De plus, le potentiel ¢
est normalisé de sorte que exp(¢(0-x)) + exp(¢(2-x)) =1 pour tout x € Xq,
i.e. si l'on pose g = exp(¢), u est une g-mesure au sens de [143].

Démonstration. Le résultat est une conséquence simple du lemme suivant.

Lemme 3.2. — Soit ¢1(x) = log u([z1]) et, pour n > 2,

]
u([ Tp))
onl) =log e )

La suite ¢, converge uniformément vers ¢.



MESURES ENGENDREES PAR MULTIPLICATIONS 35

En effet, on a

n—1
p([zy - xp)) = exp (Z d)n,k(ak(x))).
k=0

La démonstration du lemme repose sur les propriétés suivantes.

Lemme 3.3. — Soitw € ¥5. Ecrivons w = wy ... wg, les mot w; ayant toutes
leurs lettres identiques, deux mots consécutifs ne contenant pas la méme lettre.
Posons a; = |w;|. Alors,

1.
t t . a 1
VP,2W ="VQqu - QaV, 0uQ,= 1 0/
2. Si lon représente [1;aq,...,ax] sous sa forme irréductible py/qx, alors

PE\ 1 . _ (1 O)QlQal ) "Qakt(l 0)
(%) = Q1Qa, -~ Qa, <O> , donc [1;aq,...,a;] = (10)01Qu; - Qu, H(1 0)'

Démonstration. Pour le point 1., il suffit d’observer que Q% est la matrice
identité et que pour @ > 1 on a P§Qo = QoF§. Le second point provient
directement de la théorie des fractions continues.

Démonstration du lemme 3.2. Soit x € ¥3.
Si ny = 0, alors par définition de ¢, et d’apres le lemme 3.3.1., on a pour
n > 2
vQ,.v n+ 2
3 = i = .
xp(on®)) = 70 v T n i

Si0<ng <oo,onaai(zr)+: - ag,m,)(T) =ng, et pour n > n; on a

V Q@) Quyy o (2)@r—naV
VQay()-1 Qayy () () @n—na V.
(1 0)Q1Qu(2) "+~ Quy, (1, () @t 11, (1 0)
(0 DQ1Qu; (@) * Quy 1, (2)@rt1-n, (1 0)
= [Lai(z),... s Oy (ng) (T), M+ 1 — ng),

3exp(dn(z))

ou nous avons utilisé le lemme 3.3.2.
Si n, = oo, alors pour n > 2 on a

(1 0)Q1Quy(2) *** Quyy )1 (2) Qi (my+1' (1 0)
(0 1)Q1Qa1(x) T Qakz(n),l(x)Qﬁkzm)Jrlt(l 0)
= [Lai(®),...,a,(n)-1(T), Qpy(n) + 1]

3exp(¢n(z)) =
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Désignons simplement k(n) par k, a;(z) par a;, et ay, (,) par a et écrivons
maintenant [1; a1, ..., ax—1,ax) = pr/qk €t [1;a1,. .., ax—1, ax+1] = p},/qj. sous
leur forme irréductible. En utilisant la définition de ¢ et la théorie des fractions
continues on obtient

/
p
3l exp(o(e) ~ exp(6n(x)| = a1, ] = ¥
k
/ 1 1 1 1
< |man,. - B |2 - B < +— <=+,
gk gk 9 qk9k+1 qk4;, gk 9k

et comme n = aj + -+ + a1 + ax, on a g > g, > n, d’out

|exp(6(x) — exp(dn ()] < 5.

La méme inégalité est vraie pour 0 < n, < co. Par conséquent, on a bien la
convergence uniforme cherchée. [

4. T-martingales

Nous abordons la notion de T-martingale introduite par J.-P. Kahane pour
formaliser certains modeles de martingales multiplicatives a valeurs mesures
considérés par B. Mandelbrot pour modéliser la dissipation d’énergie dans un
fluide turbulent. La section 4.1 présente la construction générale et pose les
principales questions relatives a ces objets. La section 4.2 regroupe quelques
propriétés fondamentales vraies en toute généralité, et qui apportent des
premieres réponses a ces questions. Puis la section 4.3 distingue une classe de
[0, 1]-martingales homogeénes pour laquelle on peut obtenir des réponses tres
précises a ces questions. Deux exemples fondamentaux sont distingués, les
cascades canoniques de Mandelbrot et les cascades de Poisson composées, qui
seront utilisés dans les chapitres 8 et 9 comme outils d’analyse multifractale.
Enfin, la section 4.4 considere une classe de [0, 1]-martingales homogenes qui
a la particularité de pouvoir étre vue aussi bien comme un produit de Riesz
généralisé aléatoire que comme une mesure de Gibbs aléatoire. Les preuves
des résultats généraux des sections 4.2 et 4.3 seront pour la plupart omises,
le lecteur étant renvoyé aux articles originaux. Cependant, certaines preuves
seront données dans le cas particulier des cascades canoniques de Mandelbrot,
qui joue un role fondamental dans la théorie.

4.1. T-martingales et mesures chaotiques. —
Soit (7T',d) un espace métrique compact ou localement compact et soit
(Q, A, P) un espace de probabilité. On se donne une filtration, c’est-a-dire
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une suite croissante {A,},>1 de sous-tribus de A et une suite de processus
aléatoires indépendants {P,(t)}n>1. On écrit P,(t) = P,(f,w) pour préciser
que t € T,w € . Supposons que

(i)  Pu(t,-) est Ap-mesurable pour tout ¢;

(i)  Py(-,w) est borélienne pour presque tout w;

(iii) P(t) >0, EP,(t) =1 pour tout ¢t € T
Une telle suite { P,,} est appelée une suite de poids adaptée a la filtration { A, }.
Posons

Qn(t) = Qn(taw) = Hpj(tvw)~
j=1

Pour tout ¢ fixé, @Q,(t) (n > 1) est une martingale. On dit que Q,(t) (t € T)
est une martingale indexée par T ou bien une T'-martingale.

Pour n > 1 et toute mesure de Radon positive o sur 7', ce qu'on écrit
o € M™T(T), nous considérons la mesure aléatoire Q,o définie par

Quo(A) = /A Qu(t)do(t) (A e B(T))

ou B(T) est la tribu borélienne de T'. 1l est clair que pour tout A € B(T),
Qno(A) (n > 1) est une martingale positive. Donc elle converge presque
sturement (p.s. pour abréger).

Théoréme 4.1. — [132] Pour toute mesure de Radon o € M™(T), p.s. la
mesure aléatoire Qno converge faiblement vers une mesure aléatoire, qu’on
notera Qo.

Démonstration. Pour toute fonction borélienne bornée ¢, [ ¢Qndo est une
martingale L!-bornée donc converge p.s.. Soit ® un ensemble dénombrable
de fonction continues qui est dense dans Cy(T'). Alors p.s. pour tout ¢ € ®,
| $Qndo converge. Par conséquent, p.s. Q,do admet une limite faible notée
Qo, qui satisfait

p.s. Vo € C(T), /(Z)dQJ = nllngo/qﬁQnda.
O

Nous pouvons considérer () comme un opérateur qui envoie une mesure
(ici o) sur une mesure aléatoire Qo. Nous appelons ) un opérateur de chaos
multiplicatif et Qo une mesure de chaos multiplicatif [167, 168, 131, 66].

Il existe deux cas extrémes. Le premier dans lequel Q,0(T) converge p.s.
vers zero, c’est-a-dire la mesure Qo est p.s. nulle. Le second dans lequel Q,,0(T)
converge dans L! de sorte que ES(T') = o(T). Si le premier cas a lieu, on dit
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que @ tue o ou encore que o est Q-singuliere. Dans le second cas, on dit que
Q@ agit pleinement sur o ou bien que o est Q-réguliére. Ces situations sont
bien décrites par I'opérateur suivant. Définissons l'opérateur EQ : M (T') —
MT(T) par

(EQo)(A) =E(Qo(A4))  (AeB(T)).

Alors o est @Q-singuliere (resp. Q-réguliere) si et seulement si E Qo = 0 (resp.
EQo = o).

Théoréme 4.2. — [132] Toute mesure de Radon o € M™(T) se décompose
uniquement sous la forme o = 0,405, ou o, est Q-réquliére et o5 Q-singuliére.

Démonstration. (Esquisse) Pour toute mesure o, on peut démontrer qu’il existe
un borélien B dépendant de o tel que E(Qo|A,) = 15Q,0 au sens que p.s.
pour tout borélien A on ait

E(Qo(A)|Ay) = /A 15Qudo.

Alors on décompose o en prenant
o, =1po, o0s=1pco.

O
L’opérateur E @ prolongé naturellement a I’espace des mesures de Radon
M(T) est une projection, dont I'image (resp. le noyau) est constitué des me-
sures Q-régulieres (resp. @Q-singulieres).
Maintenant nous sommes intéressés par les propriétés de la mesure aléatoire
Qo, de Popérateur @ ou de 'opérateur E Q). Voici quelques questions :
Question 1 Sous quelle condition 'opérateur Q) tue-il o ?
Question 2 Sous quelle condition 'opérateur () agit-il pleinement sur
o?
Question 3 Quand le moment E(S(T")?) est-il fini pour un certain ordre
p, positif ou négatif?
Question 4 Quelle est la relation entre les deux mesures Q'c’ et Q"o”,
oll les deux opérateurs Q' et QQ” sont définis comme Q ?
Question 5 Quelle est la dimension de la mesure Qo 7
Question 6 La mesure Qo est-elle multifractale 7
Les deux derniéres questions seront abordées dans des cas particuliers dans les
chapitres 5, 8 et 9.
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4.2. Quelques propriétés générales. — Dans la suite, nous présentons
quelques résultats dans le cas général. Ils offrent soit des réponses partielles
aux questions précédentes soit des méthodes que ’'on peut exploiter dans des
cas concrets. Des réponses completes peuvent étre obtenues dans divers cas
particuliers, que nous présenterons en section 4.3.

Le résultat suivant utilise la notion de mesure de Hausdorff définie au début
du chapitre 5. Le lecteur est renvoyé a [132] pour la preuve.

Théoréme 4.3 ([132]). — Supposons que HY(T) < oo ou H* désigne la
mesure de Hausdorff a-dimensionnelle et qu’il existe des nombres 0 < h < 1
et C' > 0 ayant la propriété que pour toute boule B de rayon r on peut trouver
un entier n = n(B) tel que

h
(25) E (sup Qn(t)> < Ccret=h),

teB

Alors toutes les mesures de Radon sur T sont Q-singuliéres.

En particulier, la condition dimo < «, accompagnée de (25), implique la
@-singularité de o. Sans étre universellement valable, ce théoreme s’avere étre
dans bien de cas un bon outil pour démontrer la @-singularité de o [132, 75].
D’autre part, pour la Q-régularité, on a la condition L? suivante. La preuve
est ce résultat est une conséquence directe du fait qu'une martingale est L2-
convergente si et seulement si elle est L?-bornée.

Théoréme 4.4 ([132]). — La martingale Qno(T) est L?-convergente
(donc o est Q-régulicre et E(Qa(T))? < oo) si et seulement si

(26) E P, (t)P(s)do(t)do(s) < oo.
/1 ‘

Supposons que o est une mesure de probabilité @)-réguliere. Voici un outil
puissant pour étudier les propriétés p.s. Qo-presque partout. Il s’agit d’une
mesure Q sur l'espace produit 7" x 2 définie par

(27) /T pltw)Q(tw) = /T o(t,w)dQo(t)

pour toute fonction mesurable positive ¢.

On dit que les poids P, (t) sont homogenes si pour tout n et tous t, ¢’ € T,
les deux variables P, (t) et P,(t') ont la méme loi de probabilité. Le résultat
suivant est immédiat.
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Théoréme 4.5 ([138, 132]). — Supposons que les poids P,(t) sont ho-
mogenes. Supposons que o est une probabilité Q-réguliere. Alors les Py (t,w),
considérés comme des variables aléatoires sur T x (), sont Q-indépendantes.

Démonstration. Soint N > 1. Etant données N fonctions boréliennes
hi,-+- ,hyn, un calcul simple permet d’obtenir

N N
Eo H hn(Pp(t)) = H E hn(Pa(t))
n=1 n=1

ou Eo désigne l'espérance relative a Q et E celle relative & la probabi-
lité P. Rappelons que Eh,(P,(t)) est indépendante de ¢. On en déduit la
Q-indépendance. [J

Une application directe de ce théoreme implique que p.s. pour (Jo-presque
tout t € T on a

R R

(28) Jim_ ~ > log Pi(t,w) = Jim ~ > EPlog Py
k=1 k=1

Ce résultat sera exploité pour calculer la dimension de Hausdorff des cascades

canoniques de Mandelbrot dans la section 5.5.3.

Etant données deux suites de poids { P} (t)}n>1 et {P/(t)}n>1, respective-
ment définis sur les espaces de probabilité (', A', P’) et (", A", P"), et res-
pectivement adaptés & deux filtrations { A/} et {A”}, il est évident que {P,}
défini par P,(t) = P/(t)P.(t) est une suite de poids adaptés a { A}, @ A},
définis sur (2,4, P) = (' x Q" A @ A", P’® P"). Désignons par Q', Q" et Q
les trois opérateurs correspondant aux trois suites de poids.

Le principe de décomposition suivant est tres utile dans I’étude des questions
de recouvrements aléatoires et de percolation [130, 68]. Il sera appliqué dans la
section 9.2 a I'estimation de la dimension de Hausdorff des cascades canoniques
de Mandelbrot.

Théoréme 4.6 (|223, 84]). — Sous les conditions ci-dessus, nous avons
(a) Qo =Q"(Q'c) p.s. pour toute mesure o € M+ (T).
(b) c eImEQ = Q'c € ImE Q" pour presque tout ' € .
(c) c e KerEQ = Q'c € KerEQ" pour presque tout ' € (V.
(d) EQo =EQ"(EQ'c) pour toute 0 € MT(T) Q-régulicre.

Une preuve compléte et détaillée se trouve dans [84]. Voir [134, 75, 78|
pour les applications de ce résultat dans le calcul de dimensions.
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Soit Q" et Q" les deux opérateurs associés respectivement & {P)} et {P/}.
Supposons que pour tout ¢ € fixé la loi du vecteur aléatoire (P (t), P)/(t)) ne
dépend pas de t (nous ne supposons pas que les deux suites de poids {P),} et
{P!"} sont indépendantes).

Théoréme 4.7 ([70]). — Sous les conditions ci-dessus, pour toute mesure o
Q' -réqulicre, on a

(a) TI;2 E\/P,P!>0=ps. Q"c < Qo eto estQ"-régulire.

) I, E/PLPl =0=ps. Q"o L Qlo.

En particulier, si la loi de P/ ne dépend pas de n et si P # 1, alors Q"o L o
pour presque tout w tel que Q"o # 0. La preuve du dernier théoreme suit I'idée
utilisée dans celle du théoréme de Kakutani. Voir le détail dans [70].

4.3. Une classe de [0,1]-martingales homogénes. — Les mesures de
Gibbs construites dans la section 3 présentent la propriété de posséder de
I’auto-similarité. Nous allons spécifier une classe de T-martingales dont les
éléments présentent, en loi, de I'invariance par translation, et dans certain cas
de 'autosimilarité. Cela permettra d’énoncer des résultats fins quant a la non
dégénérescence et a la finitude des moments des martingales correspondantes.
Cette classe abstraite de martingales contient les exemples fondamentaux que
sont les cascades multiplicatives dites canoniques introduites dans [167, 169],
ainsi que les cascades multiplicatives dites de Poisson composées introduites
dans [14, 8] et leurs extensions avec les cascades infiniment divisibles dans [4,
46).

Sim est un entier > 2 et n > 0, nous désignons par F,* la familles des in-
tervalles m-adiques de génération n contenus dans [0, 1], et par F™ ’ensemble
des sous-intervalles m-adiques de [0,1]. Si I € F™, St désigne l'application
affine canonique envoyant [0, 1] sur I.

Nous allons demander & la martingale (Q,,) de satisfaire davantage de pro-
priétés. Nous travaillons dans T' = [0, 1]. D’autre part, nous introduisons pour
la suite (P,)n>1 les propriétés suivantes :

(P1) Pour tout n > 1, le processus Py (t).e(o,1] est homogene (c’est-a-dire
la loi de la variable P,(t) est indépendante de ¢). On pose alors

o1
©(q) = ¢ — 1 — liminf - log,, E (1{Qn>0}Q%) (¢ € R).

n—oo
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(P2) 11 existe un entier N > 0 tel que pour tous n > 1 et I,1' € F}*, les
tribus o(Py(t), k >n, t € I) et o(Py(t), k > n, t € I') soient indépendantes

si la distance de I & I’ est supérieure & Nm™".

(P3) Le processus (Pjiy 0 SI('))k:>1 a la méme loi que (Py(-))x>1 pour tout

I € F)". En particulier, sous (P1) on a pour ¢ € R

o(q) =q—1—1log, E (1p=0 PY).

Dans la suite de cette section, on prend pour mesure o la restriction A
de la mesure de Lebesgue a [0,1]. On a les résultats suivants, qui sont des
généralisations des résultats connus pour les cascades canoniques de Mandel-
brot [138, 136, 174, 7] et les cascades de Poisson composées [14, 15], qui
seront introduites dans les sections 4.3.1 et 4.3.2. D’autres exemples auxquels
ces résultats s’appliquent sont décrits dans [15] et, comme la classe de martin-
gales que nous étudions est stable par multiplication de deux de ses éléments
indépendants, on a un moyen d’en engendrer encore de nouveaux.

Les résultats suivants sont des extensions non triviales de propriétés vraies
pour les cascades canoniques de Mandelbrot, pour lesquelles nous donnerons
des démonstrations des théoremes 4.9 et 4.10.

Théoréme 4.8 (Non dégénérescence [15]). — Supposons (P1), (P2) et
(P3) vérifiées.
L. 8i E(supseiom-n) @n(t)) = o(n), alors ¢'(17) > 0 implique que X\ est
Q-réguliere.
2. 7l existe h € (0,1) tel que E( sup  Qn(t)") < exp(8(n)) E(Q) avec
te[0,m—"]
O(n) = o(n), alors X est Q-réguliére seulement si ¢'(17) > 0.

Théoréme 4.9 (Moments d’ordres positifs [15]). — Supposons (P1) et
(P2) vérifiées. Siq € (1,2] et p(q) > 0, la mesure \ est Q-réguliere et QuA(T')
est bornée dans LY. Le méme résultat est vrai pour ¢ > 2 si (P3) est vérifiée.

Si (P1), (P2) et (P3) sont vérifiées et si E( [énf ]Qn(t)q) >
te[o,m—n

exp(—0(n))E(QL) avec 8(n) = o(n), alors QuA(T') est bornée dans L1
seulement si ¢(q) > 0.

Théoréme 4.10 (Moments d’ordres négatifs [15])
Supposons (P1), (P2) et (P3) vérifiées et P(P; > 0) = 1. Soit ¢ < 0.
S’il existe n > 1 tel que E ( [inf }Qn(t)q) < oo alors QA(T) a un moment
tel0,m—"

d’ordre q fini.
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Nous présentons deux exemples fondamentaux auquels s’appliquent les
résultats précédents. Pour le premier, nous donnerons dans la sections 8.1 la
preuve du résultat de convergence presque siure et en norme LP énoncé dans
le théoreme 4.9 ainsi que celle du résultat de finitude des moments d’ordre
négatifs énoncé dans le théoreme 4.10.

4.3.1. Cascades multiplicatives de Mandelbrot sur X} et leurs projections.—
On notera A, la mesure uniforme sur 3. Pour tout n > 1 on se donne
une variable aléatoire W (™) strictement positive d’espérance 1 et une famille
dénombrable (W (w))yecsx de variables aléatoires indépendantes telles que
W (w) suive la loi de W%, On pose alors pour n. > 1 et t € ¥

Bu(t) = W(tln).

A tout u € [0,1] on associe le mot infini u de X7, tel que u =", upm=*
(convenant que ux = m — 1 pour k grand si u est m-adique et non nulle).
Ensuite définissons pour chaque n une fonction aléatoire sur [0, 1] par

P,(u) = P,(q).

Alors la suite de fonctions aléatoires (ﬁn(u))nzl vérifie (P1) et (P2). Elle
vérifie (P3) si les variables W (" (w) sont identiquement distribuées.
On a alors

n—oo n

©(q) = ¢ — 1 —liminf l Zlong((W(k))Q)
k=1

qui se simplifie en
(29) ¢(q) = ¢ —1—log, E(W1)

si les W suivent la méme loi qu'une variable W.

Dans ce dernier cas, introduit dans [167, 168, 169], le théoreme 4.8.(1)
indique que la suite (QnAm)n>1 €t sa projection naturelle sur [0, 1], notée
(@n)\)nzl, sont non dégénérées si

¢'(17)=1-E(Wlog,, W) > 0.

Il s’avere que la réciproque est aussi vraie, donc que 'on a un résultat plus
fort que le théoréeme 4.8.(2) dans ce cas (voir [138]).
Si ¢/(17) > 0, alors la masse totale Y de @\, est la limite de la martingale

Yo=m™ Y [[W(wl)

weXh, k=1
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et elle satisfait I’équation :

—_

> WHkY(k),

k=0

ott m~ W (k)Y (k) représente la Q\,, masse du cylindre [k], les Y (k) sont des
copies de Y, et les variables aléatoires W (0),...,W(m—1),Y(0),...,Y(m—1)

sont indépendantes. Nous verrons que cette équation joue un role crucial dans

(30) Y =

1
m

I’étude des propriétés de QM.
Plus généralement, pour w € ¥*, on a

(31) p([w]) = m™IQ(w)Y (w)
|wl n

(82) Q) =[] Wwl) et Y(w) = tim m™ > [[Ww-wly.
k=1 w' exn, k=1

De plus, les tribus o(Q(w) : w € X)) et o(Y(w) : w € 37) sont indépen-
dantes et les Y (w) sont des copies de Y indépendantes.
4.8.2. Produits de poids aléatoires poissoniens sur [0,1]. — La construction
qui suit est introduite dans [14] (voir aussi [8, 15]). Soit v une mesure de
Radon sur (0, 1] et A la mesure Leb®v, ou Leb désigne la mesure de Lebesgue
sur R. Soit W une variable aléatoire intégrable strictement positive et f :
[0,1] — R% une fonction intégrable.

Pour ¢ € (0,1] et t € [0, 1] posons

C-(t) ={(s,N):e <A<, t<s<t+ A}

Soit S un processus de Poisson d’intensité A. A tout point M de S on as-
socie une copie Wj; de W de sorte que ces copies soient indépendantes et
indépendantes de S. Notons

ACn(t) = Cppn (t) \ Cppp=(n-) (1)

Pour ¢t € [0,1) et n > 1 soit

= HMeSmAcn(t) WMf(t—t%#)
exp [A(AC, (1)) (E(W) f[0,1] fdi—1)]

Les fonctions (P, (t))n>1 satisfont les propriétés (P1) et (P2) et

f@ya)=1] - (Bwo)( [ feray-1)),

Pa(t)

w(p) =p—1+5<p[E(W)(

[0,1] [0,1]
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~ 1
d = limsup - log,,, A(C\,—n).

n—oo

dX
Si de plus il existe 6 > 0 tel que v = § c’est-a-dire si A a une pro-

_ A2’
priété d’auto-similarité, on a § = [ et (P3) est vérifiée. Si la fonction
f est holdérienne, le théoreme 4.8 s’applique, et on peut montrer qu’il y
a équivalence entre non dégénérescence et ¢'(17) > 0 sous la condition

supplémentaire E(W log?(W)) < oo (voir [14, 15]).

4.4. [0,1]-martingales homogeénes, produits de Riesz et mesures de
Gibbs aléatoires. — Nous nous intéressons a une classe de martingales
homogenes construites sur [0, 1], dont la particularité est de converger, lors-
qu’elles sont non dégénérées, vers des produits de Riesz généralisés qui sont
des cas spéciaux de mesures de Gibbs aléatoires.

Soit V' une fonction mesurable positive et 1-périodique a valeurs dans R,
telle que f[O,l} V(t)dt = 1, (Q,P) Iespace probabilisé ([0, 1], A®N), et b un
entier > 2. Définissons alors la [0, 1]-martingale

(33) Qn(t,w) = [] Pelt,w), ot Pe(t,w) = V(05 (t + wi—1))
k=1

qui satisfait les propriétés (P1) et (P3), mais non (P2). Certains produits
généraux (V pouvant dépendre de k) ont été introduits dans [76].

La classe de martingales ainsi construite n’a en commun que la martingale
constamment égale a 1 avec celle décrite dans la section précédente, et la
condition nécessaire et suffisante de non dégénérescence que I'on obtient est
totalement différente.

Notons toujours A la mesure de Lebesgue. Pour tout k& € Z, soit YA/(k) =
f[o,l] V (t)e~ 2kt 4t. Nous avons supposé que V(0) = 1.

Théoréme 4.11 (Non dégénérescence). — Les propriétés suivantes sont
équivalentes :
() P(IQA>0]) > 0;
i) (|QuAl)n>1 est uniformément intégrable ;
iii) Pour tout n > 1, ||QpA|| = 1 presque sirement ;

iv) [|QA|| = 1 presque sirement (Q\ est une mesure de probabilité) ;

(

(

( n—1 n—lA

(VY1 >2VY (o, dn1) € Z"\{0,...,0}, Y jub* =0= [ V(ir) = 0.
k=0 k=0
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La condition nécessaire et suffisante de non dégénérescence est de type
algébrique. Elle force certains coefficients de Fourier ‘A/(k) a s’annuler, et parmi
eux il y en a au moins un du type V(k:b) avec k #£ 0. Elle est moins restrictive
que la condition de dissociation que ’on impose pour construire les produits
de Riesz classiques. Enfin, elle montre que la non-dégénérescence est un com-
portement tres singulier qui n’a lieu que pour les V' d’un cone fermé d’intérieur
vide dans ’ensemble des fonctions mesurables positives et de moyenne 1.

Voici deux situations pour lesquelles il y a non dégénérescence :

a) 11 existe p > 0 tel que V(k) = 0 pour tout k € (Z\ bPZ) U bPH1Z. Cest
en particulier le cas avec p = 0 si

S

—1
ZV(#) =1 pout tout t € [0,1],
k=0

puisque 'on a ‘/}(k}) = 0 pour tout multiple non nul de b.

b) V est un polynoéme trigonométrique de la forme

V(t)=1+ Z ay; cos(2mmybPet) + B sin(2mmybP*t)
keK

ot K est un ensemble fini, les oy, et les (3, sont tels que ), - p \/a% + 5,% <1
afin que V soit positive, les p; sont des entiers positifs et les my des entiers
strictement positifs tous distincts tels que, pour tout (ex)rex € {—1,0, 1} \
{(0,...,0)}, b ne divise pas > j ExMk-

Sib=05et K ={1,3}, le choix m; = 1, mg = 3 convient avec p; et ps des
entiers arbitraires.

Le lien avec les mesure de Gibbs aléatoires est le suivant. Lorsque la limite de
la martingale (Qn\),>1 est dégénérée, il est naturel de normaliser la martingale
en considérant la suite de mesures

vn = QnuA/[|@nAll.

Le formalisme thermodynamique pour les transformations aléatoires développé
dans [147, 146], et plus particulierement un théoreme de type Ruelle-Perron-
Frobenius, permet d’établir la convergence faible presque sture de v, vers une
mesure v lorsque V est strictement positive et holdérienne. La mesure v est
une mesure de Gibbs associée au potentiel aléatoire

ow(t) =log V(t + wo),
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ou le systeme dynamique aléatoire est I’ensemble €2 x [0, 1] muni de la trans-
formation

((Wn)nzmt) — ((bwn+1 mod 1)n207 bt mod 1).

On peut également opérer la normalisation en cas de non dégénérescence, mais
le théoreme 4.11 indique que les cas de non dégénérescence coincident avec les
cas ou la normalisation est neutre, puisque ||@,A| = 1, on a donc v = QA.
Le théoréeme 4.11 donne ’ensemble des V' pour lesquels on peut se passer du
théoreme de Ruelle-Perron-Frobenius de [147]. Il faut avoir a l'esprit que si
I'on perturbe légerement un cas de non dégénérescence V en 1% pour lequel
il y a dégénérescence, et si V est strictement positive et holdérienne, alors la
normalisation précédente “récupere” la situation, en fournissant une mesure
limite. Ceci est détaillé et illustré par des simulations dans la section 1 de [10].

Démonstration du théoréme 4.11. Supposons 'assertion (v) vraie. Pour voir
qu’elle entraine les autres, il suffit d’établir (iii). Cette derniére propriété se
prouve en approchant en norme L! la fonction V par une suite (Vp)p>1 de
polynémes trigonométriques satisfaisant aussi (v). Cette suite s’obtient en
convolant V' avec une approximation de l'identité constituée de polyndémes
trigonométriques. Une fois (V})p>1 construite, on vérifie que (7ii) est vraie
automatiquement pour V,, et on prouve facilement que pour chaque n > 1,
[Ty Vo (b 1 (t+wi—1)) converge vers [[_; V (0¥~ (t+wy_1)) dans L! quand
p tend vers l'infini.

Supposons maintenant (i) vraie. La structure de la construction montre que
la mesure E(QA) considérée sur le tore est invariante par translation. C’est
donc un multiple de la mesure de Lebesgue. Comme 'opérateur E(Q) est une
projection et comme nous supposons QA non dégénérée, on a E(QA) = A.
En particulier, la martingale [|@nAl| est uniformément intégrable. 11 reste a

prouver (v) pour conclure. Supposons qu’il existe ng > 2 et (lp,...,ln,—1) €
Z™ \ {0,...,0} tels que

no—1 no—1

bt =0 et ] V) #0.

k=0 k=0
Pour n > 1 posons Y, = ||@QuA]| et prenons jo = -+ = jo_1 = 0 et
(jn, e ,jn+n0_1) = (lo, .. 7ln0—1)' Alors

n+ng—1 nog—1

E (Vo = Ya)exp (= 2im > jubbur) ) = kl;[O V).

k=0
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Par conséquent, (Y},),>1 n’est pas de Cauchy dans L', ce qui contredit 1'uni-
forme intégrabilité de cette suite. [J

4.5. Convergence presque siire de séries lacunaires. — On utilise ici
une technique de T-martingale pour montrer la convergence presque par-
tout par rapport a un produit de Riesz d’une série lacunaire. C’est un cas
dans lequel une méthode probabiliste a bien réussi a résoudre un probleme
déterministe.

Par commodité pour le lecteur, rappelons d’abord la définition d’un produit
de Riesz. Soit T' = G un groupe abélien compact. Etant données une suite
dissociée A = (vyn)n>1 de caractéres dans le groupe dual I' de G et une suite
de nombres complexes a = (an)n>1 tels que |a,| < 1, nous définissons une
mesure de probabilité sur GG, appelée produit de Riesz, comme la limite faible
des produits partiels du produit infini.

o0

(34) pta = [J(1+Re anya(t))
n=1
Le systéme {7, (t) — 2@,)}n>1 est orthogonal dans L*(u,). Cela nous ameéne
a étudier la convergence p-presque partout de la série orthogonale

oo
1_

Z Qi <'yn(t) - Qan> .
n=1
Un exemple classique est le produit de Riesz sur T ou la suite dissociée de
caracteres est une suite {\,} lacunaire au sens de Hadamard, c’est-a-dire
)\n—l—l Z 3)\11

D’aprés un célebre théoreme de Men’shov-Rademacher, - oy, |? log? n < oo
est une condition suffisante pour que la séries converge pq-presque partout.

Théoréme 4.12 ([198, 71]). — Soit Sn(t) la somme partielle d’ordre N de
la séries ci-dessus. Pour tout 1 < p < 0o, on a l'inégalité mazrimale suivante

<c?l
Ly P

[y v

Par conséquent, la série converge pq-presque partout si et seulement si
> lan|? < +oo.

Démonstration. Pour tout w = (w,) € GV, introduisons le produit de Riesz

(e}

(35) Haw = H(l + Re apyn(t +wn)).

n=1
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Posons v, = pi1,, (an = 1 pour tout n). Considérons ensuite 'opérateur

Log(x) = /Gg(x +y)dv(y).
C’est un opérateur linéaire positif de norme 1 envoyant LP(uq*v,,) dans LP(pg).
Or .
Ha * Vw = Ha/2,ws Lisgn,w(t) = 5571(75)

n
1_
Inw(t) = ;ak (’Yk(t + wi) — 4ak) :
La positivité de L,, implique
P

P
<o [ (sup |gw<t>\) djta o).
LP(pa) "

Maintenant rendons (w,,) aléatoire en supposant que (wy) est une suite i.i.d.

max Sy (1)

dont la loi commune des w,, est la mesure de Haar A sur G. Puis considérons
ensuite la suite de poids

1
P,(t) =1+ iRean Yr(t + wp).
Alors 472, = QA. Soit Q la mesure associée a QA, définie sur G x 2. On a
P
< 2PEg (sup ’gnM(m) .
LP(pa) "

Rappelons que les t + w,, sont Q-indépendantes. On conclut en appliquant
I'inégalité de Doob puis 'inégalité de Khintchine. (]

p

max Sn(?)

Dans [198] on a obtenu le résultat pour le groupe T avec p = 2 en utilisant
une méthode combinatoire.

5. Dimensions des mesures

L’étude du comportement local d’'une mesure consiste & calculer les dimen-
sions et effectuer I’analyse multifractale de cette mesure. Dans cette section
nous nous concentrons sur les dimensions de mesures. Nous commengons par
rappeler les notions de mesures et dimension de Hausdorff d’un ensemble sur
un espace métrique. Nous établissons ensuite un résultat fondamental de la
théorie, le théoreme de Frostman dans le cas des espaces euclidiens, dont la
géralisation au cas d’'un espace polonais a été obtenue indépendamment par
Howroyd [121] et Kaufman [142]. Nous choisissons de présenter la méthode de
Kaufman, qui s’inspire de la décomposition de Kahane [133], décomposition
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d’une mesure suivant un noyau potentiel. Puis, nous introduisons et illus-
trons les notions de dimensions supérieure et inférieure d’une mesure au sens
de Hausdorff. Nous considérons en particulier le cas de certains produits de
Riesz, des mesures de Mandelbrot, et des mesures auto-similaires. Nous ne

traiterons pas des dimensions de packing d’une mesure et renvoyons le lecteur
a [215, 114].

5.1. Mesures et dimension de Hausdorff. — Nous présentons rapide-
ment les mesures et la dimension de Hausdorff sur un espace métrique.

5.1.1. Définitions. — Soit (X,d) un espace métrique. Si U est un sous-
ensemble de X, diamU en désigne le diametre de U. Si E C J;U; et
diamU; < 4, on dit que {U;} est un §-recouvrement de E.

Soit ¢ : Rt — RT une fonction croissante continue en z = 0 et telle que
©(0) = 0. Soit E un sous-ensemble arbitraire de X. Pour ¢ > 0, définissons

oo
HE(E) = inf Y _ o(diam U;)
i=1
ou l'inf est pris sur tous les d-recouvrement {U;} de E, et

HP(B) = lim HE (E).

Si p(t) = t* pour un certain « > 0, H¥(FE) s’appelle mesure de Hausdorff
a-dimensionnelle et on écrit H?(E) = H*(E). Nous définissons la dimension
de Hausdorff de E, notée dimg(F) ou simplement dim E, par

dim F = inf{a > 0: H*(E) = oo} = sup{ar > 0 : H*(E) = 0}.

H¥ est une mesure extérieure : c’est une application pu(-) = H?(-) : 2%¥ —
[0, +00] ayant les propriétés suivantes
(i) 1(0) = 0;
(ii) u(A) <u(B)si AC BC X;
(iii) (o-sous-additivité) Pour toute {A,},>1 C 2% on a

u(J A < 3 u(An).
n=1 n=1

Comme conséquence, la dimension de Hausdorff a les propriétés suivantes :
(1) dim@ = 0.

(2) Si E C F, alors dim F < dim F.

(3) Pour une suite {E;} C 2% on a

dim(U E;) = supdim E;.
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Soit p une mesure extérieure sur X. Un sous-ensemble M C X est dit
u-mesurable si pour tout S C X on a

p(S) = p(S 0 M) + p(S\ M).

La famille M, C 2X constituée de tous les ensembles p-mesurables est une
tribu et la restriction de p a M, est une mesure. Si tout ensemble borélien est
p-mesurable ; on dit que p est une mesure de Borel. Une mesure extérieure de
Borel p est dite Borel réguliére (extérieurement) si pout tout A C X il existe
un borélien B D A tel que u(B) = u(A). La mesure de Hausdorff H? est une
mesure de Borel réguliere.

La preuve de ce fait peut se baser sur le critere suivant di a Carathéodory :
pour qu'une mesure extérieure y soit borélienne il suffit que

(36) 1(AU B) > p(A) + u(B)

pour tous A C X, B C X tels que d(A, B) > 0, ou d(A, B) est la distance
entre A et B.

La propriété de régularité interne de H? est due a R. O. Davies ([51]) : Soit
(X, d) un expace métrique, complet et séparable (dit polonais). Soit ¢ : RT —
R™ une fonction croissante telle que ¢(0) = 0 et p(2t) = O(p(t)) lors t — 0.
Si A C X est un ensemble analytique tel que H¥(A) > 0, alors il existe un
compact K C A tel que H¥(K) > 0. La condition ¢(2t) = O(p(t)) peut étre
supprimée si X est o-compact.

Rappelons qu’un ensemble analytique dans un espace polonais X est par
définition I'image continue d’un espace polonais. Un tel ensemble peut étre
construit a ’aide du schéma de Souslin : a toute suite finie d’entiers naturels
(ny,---,ng) on associe un ensemble fermé F,, ... ,, de X. Alors

o0
U A

(n1,m2,- )EN>® k=1
est un ensemble analytique, et tout ensemble analytique dans X est de cette
forme. Voir [55].
La régularité interne de la mesure de Hausdorff implique que pour tout
ensemble analytique A C X on a

dim A = sup{dim K : K C X, compact}.

5.1.2. Théoreme de Billingsley. — Le théoreme de Billingsley fournit une
méthode pratique pour calculer la dimension de Hausdorff. Il s’agit d’une
version faible du théoreme de Frostman qui sera prouvé plus tard. La preuve du
théoreme de Billingsley utilise aussi le lemme de recouvrement de Vitali ([54]) :
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soit X un espace métrique compact et S un sous-ensemble de X. Supposons
que F est une famille de sous-ensembles fermés de X tels que pour tout s € .S
il existe un élément F' € F contenant s de diametre §(F') arbitrairement petit.
Alors il existe une sous-famille dénombrable {F,,} C F d’ensembles disjoints
tels que

o0
Sc|JFE®
n=1
ou F* désigne le e-voisinage de F' défini par {z € X : d(z, F') < €}.
Le lemme de Vitali et le théoreme de Davies nous permettent d’obtenir le
théoreme de Billingsley suivant.

Théoréme 5.1 (voir [170]). — Soit X un métrique polonais ou o-compact.
Soit E C X un ensemble borélien. Alors
(a) dim E > « sl existe une mesure p € M1 (X) telle que p(E) > 0 et

Vx € E.

- 9

(b) dim E < « s'il existe une mesure non-nulle p € M*(X) telle que

I B
lmint 22FB@EN) e R
r—00 log r

5.2. Théorie du potentiel et décomposition de Kahane. —

5.2.1. Potentiel et capacité. — La dimension de Hausdorff peut étre calculée
autrement en utilisant la théorie du potentiel. Pour les espaces euclidiens,
c’est le théoreme de Frostman. La généralisation aux espaces polonais est
due a Howroyd et Kaufman. Nous présentons d’abord la décomposition de
Kahane d’une mesure selon un noyau potentiel, qui est le point de départ de
la méthode de Kaufman. Une autre clef de la méthode de Kaufman est un
théoreme de min-max, qui est fortement lié au célebre théoreme du min-max
de von Neumann.

L’ensemble des mesures de Radon positives (i.e., finies sur les compacts)
bornées définies sur (X, d) est noté MT(X) et M (X) désigne I’ensemble des
mesures de probabilité. Soit u € M (X). Le potentiel d’ordre a (0 < o < 00)
de p est défini par

B du(y) .
Ut = [ ey €0
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et son énergie d’ordre a par

e T @)
[g_/XUa( )du(z) /X/X (d(z,y)>

Si K une partie compacte de X, sa capacité d’ordre o de K est définie par

-1
Cap K = inf I .
peM; (K)

En général, la capacité d’ordre o d’un borélien F se définit comme

Cap,E = sup{Cap,K : K compact contenu dans FE}.

5.2.2. Décomposition de Kahane. — Une mesure p € M™(X) est dite a-
réguliére si p s'écrit comme p = X9, 1y, (série convergente pour la norme de
variation totale) ou chaque p,, est d’a-énergie finie. Une mesure p est dite a-
singuliere si elle est portée par un borélien d’a-capacité nulle. Nous désignons
par R, (resp. Sy) lensemble de mesures a-régulieres (resp. a-singulieres).
Voici la décomposition de Kahane.

Théoréme 5.2 ([133]). — Toute mesure a support compact p € MT(X) se
décompose d’une fagon unique sous la forme p = p, + ps, 0t py est a-réguliére
et et pg a-singuliére.

Démonstration. Remarquons tout d’abord que pour toute mesure u de support
S, on a

sup UK (z) < 2% sup Uk(x).
zeX xeSy

(ce fait est un principe du maximum). En effet, soit z € X \ S,. Il existe un
point z € S, tel que d(z,z) = d(z,S,) > 0. Alors

d(z,y) < d(x,2) +d(z,9) <2d(z,y) (VY € Sp),

0oy — du(y) o du(y)
Valz) = /s Ay = /s (. y)

Unicité. Supposons que p = fiy + fis = . + 1 et pl — ps # 0. Alors il existe
un compact K tel que Cap,(K) =0 et (u}, — ps)(K) # 0. Par conséquent, ou
bien u,(K) # 0 ou bien u.(K) # 0. Disons p,(K) > 0. Comme pu, est une
somme de mesures de a-énergie finie, on en déduit Cap, (K) > 0.

d’ou

Existence. Introduisons

S =S, a) ={reX:Utx)= oo}
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On peut choisir pus = plg et p, = plge. En effet, u, est a-réguliere car
oo
fr :ZulAn, Ap={x € S :n—1<Uk(x) <n}.

Pour montrer que ps est a-singuliere, il nous suffit de montrer que Cap,,(S) =
0. Sinon, il existe un compact £ C S tel que Cap,(F) > 0. Autrement dit il
existe une mesure 7 € MT(F) telle que 0 < I7 < oco. Prenons un compact
Fy C F tel que 7(Fp) > 0 et sup,ep, Ug(x) < oo, et considérons la mesure
7o = T1fg,. En vertu du principe du maximum, nous avons

sup U2’ (z) < oo.

zeX
Alors

00 = /Ug(x)dm(x) = /U;O(x)du(x) < sup U’ (z) < o0.
reX
O
Dans la preuve on a vu que l’ensemble de singularité S(u, ) est d’a-capacité

nulle. Kaufman a observé que dim S(u,a) < a, ce que montre le résultat
suivant.

Théoréme 5.8. — Pour tout € >0, on a H*T¢(S(u,a)) = 0.

Démonstration. On commence par les estimations suivantes : pour une mesure
de probabilité y on a
p(B(x,r)) _ 20 u(B(z,r))

sup ————= < Ul(z) < sup
r>0 ¢ )= 5 r>0 Tt

+1

On peut supposer que p({z}) = 0 pour tout = € X. La premiere inégalité se
déduit immédiatement de

vse) > | -, el tBr)

T, y) — re
Montrons la seconde en intégrant sur des anneaux. D’abord on a
Jduly)
Uk(z) < 1+ /
@ Z 92— (n+1)<d z,y)<2—n} d(.’L‘ y)
Le terme général dans la somme est majoré par 2"+t (B(z,27"). Alors la

somme est majorée par

p(B(a.r)) 5~
2a 2 ne

ce qui donne la majoration.
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Prenons A > 0 qui tendra vers I'infini. Supposons z € S(u, ). D’apres les
estimations précédentes, il existe une suite r, = r,(z) tendant vers 0 telle que

n(B(x,r0)) > Arge.

Alors, d’apres le lemma de Vitali, pour tout § > 0, on peut extraire des boules
vérifiant I'inégalité ci-dessus une suite de boules disjointes B(zg,ry, ) telles
que 37y, <6 et

S(p,a) C UB(xk, 37, )-

k
D’autre part
3a+e 3a+e
Z(grnk)a+e < A ZM(B(%’k,Tnk) < A
k k
On en déduit que HT¢(S(pu, a)) < 3(26 , qui tend vers zero lorsque A — oo.
O
5.3. Min-max. —
5.8.1. Théoréeme de Min-Max. —
Théoréme 5.4 ([142]). — Soit F' un espace compact et K un ensemble de

fonctions semi-continues inféricurement définies sur F. Supposons que

a = sup inf f(z) < oco.
fekzeF

Alors il existe une mesure de probabilité borélienne u sur F' telle que

Démonstration. Supposons pour l'instant que les fonctions dans I sont toutes
continues. On peut supposer sans perte de généralité que a = 0 et que K
contients I'ensemble C'~ (F') des fonctions continues négatives. Sinon, on peut
remplacer K par 'enveloppe convexe de (K —a) U C~(F).

Il est clair que {1} N K = (. Par le théoréme de séparation de Banach-
Steinhauss, il existe une mesure non-nulle z qui sépare {1} et K. Alors

p(f) <p@)  (VfeK).

On constate que p est positive, car pour toute g € C~(F') C K et tout nombre
positif A on a

1(g) = <=2 50 (A — o).



56 JULIEN BARRAL, ATHUA FAN ET JACQUES PEYRIERE

Le méme argument montre aussi que p(f) < 0 pour tout f € K. Pour obtenir
une mesure de probabilité, il suffit de normaliser pu.

Revenons au cas ou K contient des fonctions semi-continues inférieurement.
A la place de K, on considere

K ={heC(F):il existe f € K telle que h < f}.
En appliquant ce que on a démontré & K on obtient une mesure de probabilité
u telle que
wh)<a  (YheK).
Soit f € K. 11 existe une suite h, € K telles que hy,, T f. Alors
p(f) = lim p(hn) < a.
O

5.3.2. Théoreme de min-mazx pour [’énergie mutuelle. — Considérons

I(u,V)—//(W.

Le théoreme min-max suivant est une conséquence du théoreme précédent.

I’énergie mutuelle

Théoréme 5.5. — Soit X un espace métriqgue compact. On a

sup min  I(p,v) = min sup  I(p,v).
peMi (x) veMT (X) veM{ (X) pe M (X)

Démonstration. 11 est évident que

sup inf  I(u,v) < inf sup  I(p,v).

peM; (x) vEMT (X) ve MY (X) pe My (X)
Pour montrer I'inégalité inverse, on remarque d’abord que

sup inf UH(y) = sup inf  I(p,v)

peM; (X)YEX peEM; (x) VEMY (X)
inf supUH(z)= inf sup  I(p,v)
peEMT(X) zex veMF (X) pEMT (X)

Pour voir ces égalités, il suffit d’observer les relations

U(y) = I(p, oy),

inf U*(y) < I(p,v) < sup U¥(z).
yeX zeX
Il nous reste donc & démontrer

inf  supU¥(x) < sup inf UH(y).
veM{ (X) zeX peM; (x)YEX
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Cela se fait en appliquant le théoréme 5.4 a
K={U":pe Mj(X)}
Pour p fixée, I(u,-) est semi-continue inférieurement et il en est de méme de
SUP e At (X) I(p,-). Cest pourquoi les deux minima sont atteints. [J
5.4. Théoréme de Frostman. —

5.4.1. Lemme de Kaufman. —

Théoréme 5.6 (Lemme de Kaufman). — Soit K un compact dans X . Si
HY(K) > 0, alors pour tout € > 0 il existe une mesure borélienne strictement
positive et finie concentrée sur K telle que

p(B(x,r)) <re
pour tout x € K et tout r > 0.

Remarque 5.1. — Dans le cas ou X est un espace euclidien, on peut méme
construire p de sorte que u(B(x,r)) < r* pour tout x € K et tout r > 0. C’est
le théoréme de Frostman ([170], Theorem 8.8).

Démonstration. On peut supposer que K = X et que X est compact. Comme
H*(K) >0, on a K # S(u,a — €) pour toute u € M (K). Autrement dit,

(37) inf UL () <00 (Ve M (K)).
Nous constatons que

sup inf UY_ (z) < ooc.
,LLEMT(K) zeK

Sinon, il existerait une suite {u,} € M7 (K) telle que

inf UL™ (z) > 2"

zeK
Pour v = > >, 27" uy, on aurait
o o0
Uy_o(x) = Uk () > ) 1=00,
n=1 n=1

ce qui contredit (37).

Selon le théoréeme 5.5, il existe une mesure de probabilité o tel que UJ_ (z) <
a pour tout x € K, d’ou le résultat. [J

La dimension de capacité d’un ensemble E C X est définie par

dim¢e E = inf{a > 0 : Cap,(F) = 0} = sup{a > 0 : Cap,(F) > 0}.
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5.4.2. Théoréeme de Frostman. —

Théoréme 5.7 (Kaufman-Frostman). — Soit (X,d) un espace polonais.
Pour tout ensemble analytique E C X on a

dimg F = dimpg E.

Démonstration. L’inégalité dimg E < dimpy F est facile. Montrons I'inégalité
inverse. Posons a = dimy E. Il suffit de montrer que Cap,_.E > 0 pour
0<e<a.

Comme H*~¢/3(E) > 0, d’aprés le théoreme de Davies, il existe un
compact K C E tel que H*/3(K) > 0. Alors le lemme de Kaufman
(Theorem 5.6) affirme qu'il existe une mesure de probabilité u € M (K)
telle que pu(B(z,r)) < Cr® %, ce qui implique supe UN_.(z) < oo. Donc
Capy_(E) > Cap,_.(K) > 0. 0

5.5. Dimensions supérieure et inférieure d’une mesure. —

5.5.1. Dimensions d’une mesure. — Soit p € M (X) une mesure finie. Nous
définissons ses dimension supérieure et dimension inférieure respectivement
par

dim*p = inf{dim F : pu(F) = p(X)}
dim, p = inf{dim F: pu(F) > 0}.
Il est clair que dim, g < dim* . La dimension supérieure apparaissait dans
[226]. Les dimensions supérieure et inférieure introduites dans [67] sont ins-
pirées par [133], et par [196] dans lequel ces deux dimensions sont étudiées
pour les produits de Riesz.
Afin de calculer les dimensions dim, p et dim* p d’une mesure p, il est

naturel d’introduire la dimension locale inférieure de p au point =, qui est
définie par

| B
(38) D(p ) = limipt EABE ),

En effet, on a les résultats suivants :

Théoréme 5.8 ([68]). — Pour toute mesure p € M*(X) on a

(39) dim,p > o <= D(p,x) >« p—p.p.
(40) dim*p < a < D(u,z)<a p—p.p..



MESURES ENGENDREES PAR MULTIPLICATIONS 59

En d’autres termes, on a les formules

(41) dim, g =sup{a >0 : D(u,z) > a p—p.p.}
(42) dim* g =inf{a >0 : D(p,x) <a p—p.p.}.

Théoréme 5.9 ([68]). — Quel que soit p € M (X), les assertions sui-
vantes sont équivalentes :
a) dim,p=dim" p=a;
b)) p<H? sif<a, et nlM? sif> o
c) p est portée par un borélien de dimension «, alors que la mesure de
tout borélien de dimension strictement plus petite que o est nulle.

Si dimyp = dim*p = «, on dit que p est unidimensionnelle ou «-
dimenstonnelle si 'on veut étre plus précis.

Dans [68, 72], les deux théorémes précédents ont été énoncés et démontrés
sur les espaces homogenes sur lesquels, d’apres un théoreme de Assouad [3],
le théoreme de Frostman est valable. Voir [215, 114] pour les résultats si-
milaires concernant les dimensions supérieure et inférieure au sens de pa-

cking, qui peuvent étre décrites a l’aide de la dimension locale supérieure
log p(B(xr))

logr .
On dit qu'une mesure u € M1 (X) est ezactement dimensionnelle il existe

log yu(B(,7))
logr

lim sup,_,q

D tel que lim,_,g = D p-presque partout.

5.5.2. Exemples de mesures ergodiques et de leurs dimensions. — Soit X un
espace métrique. On dit qu’une transformation 7' : X — X préserve la dimen-
sion de Hausdorff si dim7~'E = dim E pour tout borélien E.

Théoréme 5.10. — Supposons que T préserve la dimension de Hausdorff et
que p est une mesure T-invariante et ergodique. Alors p est unidimensionnelle.

Démonstration. Soit a = dim, p. Nous allons montrer que dim* = «. Pour
tout m > 1, il existe un borélien E, tel que dim E,, < o + % mais pu(E,) > 0.
Soit F,, = Uy, T*E,. Comme p est ergodique, on a u(F,) = 1. Grace &
la o-stabilité de la dimension de Hausdorff et a I’hypothese que T préserve la
dimension, on a

1
dim F,, = supdim T "E, =dim E, < o+ —.
n n

Prenons F' = (,,~; F» qui est de mesure pleine. On a dimpy < dim F < o O
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Il y a d’autres notions d’ergodicité qui impliquent aussi 'unidimensionalité.
G. Brown et W. Moran [39] ont défini la D-ergodicité et B. Host et F. Par-
reau [120] la pureté qui la généralise. Ces deux notions sont définies pour les
mesures sur un groupe métrisable, localement compact et abélien G.

Soit D un sous-groupe d’un groupe abélien localement compact G et p
une mesure de probabilité borélienne sur G. On dit que p est D-ergodique si
1(A) =0 or 1 pour tout borélien A C G qui est D-invariant (i.e. A+d=A
pour tout d € D). Ce qui revient & dire que pour tous boréliens E et E’ tels
que u(E) > 0et u(E") > 0, il existe un d € D tel que u((E —d)(E') > 0. Si,
pour tous boréliens E et E’ tels que pu(E) > 0 et p(E') > 0, il existe un z € G
(c’est G mais non D) tel que u((E —z) () E’) > 0, on dit que p est pure. Une
définition équivalente de la pureté est la suivante : si u(F) > 0, alors p est
portée par une union dénombrable des translatées de FE.

On démontre de méme le résultat suivant.

Théoréme 5.11 ([73]). — Toute mesure pure définie sur un groupe
métrique, localement compact et abélien est unidimensionnelle.

Voyons quelques exemples.
Considérons d’abord les produits de Riesz
o
= H(l + rpcos(2mmima - -mpt + @) (€T =T/Z)
n=1
ot —1 <7, <1, 0 < ¢, < 2m, my > 3.1l est connu ([39]) que p est

D-ergodique, ou D est le sous-groupe de T engendré par {mflmg Lo mt
n > 1}. Donc, p est unidimensionnelle. Pour Iestimation de la dimensions de
i, voir [196]. En général, on n’a pas de formule explicite pour dim p. Mais
il y a des formules explicites dans certains cas particuliers. Par exemple, si

Th =T, My =m et p, =, on a

1
dimpu=1- og /0 log(1 + r cos(27t + ))dp.

Soit G un groupe métrique, localement compact et abélien. Soit u, (n > 1)
une suite de mesures de probabilité discretes sur G. Supposons que la convo-
lution infinie

(43) L= b % o ke ke iy K

converge faiblement vers une mesure p. Il est connu ([39]) que u est D-
ergodique, ou D est le sous-groupe engendré par les supports des p,, (n > 1).
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Par conséquent, p est unidimensionnelle. Sur R, on obtient des mesures de
convolutions de Bernoulli en prenant

1 o
pn = =(6(0) + (1)), ou 71, >0, Zrn < 00.
n=1

2
Le cas particulier o 7, = =" (0 < r < 1) a été intensivement étudié. Si la
suite (r,) est fortement décroissante et réguliere au sens suivant

= log r
Z rj < Tn, lim IA =
jontl mTee 108 Tt
alors p est portée par un Cantor et
—nlog 2
dim p = lim inf _noes
n—oo logry,

Voir aussi [49] pour la relation entre I'unidimensionalité et I'ergodicité.

Si I'on travaille sur ;| alors le théoréme 5.10 prend la forme plus forte sui-
vante, et vaut en particulier pour les mesures quasi-Bernoulli ergodiques (voir
aussi le corollaire 3.1) pour lesquelles il sera complété dans la section 5.5.4 :

Théoréme 5.12. — (Shannon-McMillan-Breiman) Si u est une mesure
invariante sur (X5, 0), alors la limite

lim 28U _ g o

n—00 -n
existe pour p-presque tout x. Si de plus p est ergodique, alors h(x) est presque
stirement égale a une constante h, et si ¥ est muni de la métrique standard
on a donc dim, p = dim* p = h/log(m), et u est exactement dimensionnelle.

Rappelons que I'entropie de la mesure invariante y est égale a

hy = /h(ﬂ:)d,u(ﬂ:).

L’application p +— h, est affine et semi-continue supérieurement sur I’ensemble
des mesures de probabilités invariantes. De plus, cette fonction des mesures
invariantes est liée par une transformée de Legendre & la pression topologique
définie sur C'(3;}) dans la section 3.3 : pour toute fonction ¢ € C(XL}), on a

(44) P(¢) = sup { / ¢ du + hy, ¢ o invariante }

De plus il existe toujours une mesure p qui réalise ce supremum puisque
I’entropie est semi-continue supérieurement. Une telle mesure s’appelle état
d’équilibre de ¢. L’égalité (44) s’appelle principe variationnel. On se reportera
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a [38], [206], [222] ou [227] pour plus d’informations sur la notion d’entropie
d’une mesure invariante et ce principe variationnel.

Le théoreme de Shannon-McMillan-Breiman montre que si p est in-
variante mais non ergodique, en général elle ne peut pas étre unidimen-
sionnelle. En voici une illustration. Soit p la mesure obtenue comme
moyenne de deux mesures quasi-Bernoulli ergodiques distinctes p; et o
sur ©b. D’aprés le théoreme ergodique sous-additif de Kingman, pour

(1,7) € {(1,2),(2,1)}, Py = limn oo w existe pj-presque partout.

n
Comme p1 et po sont mutuellement singulieres, on voit qu’avec p probabilité

1/2, on a limnﬂmw = min(hy,, hy,/u,) et avec p probabilité 1/2,
lim,, o0 w = min(h,, hy, /u,)- En général, ces valeurs sont distinctes.

Si p est ergodique, le théoréeme de Shannon-McMillan-Breiman montre que
la dimension de p est égale a son entropie, a 1’exposant de Lyapounov mul-
tiplicatif pres 1/log(m). C’est la I’exemple le plus simple d’un résultat plus
généralement vrai pour certains systémes dynamiques hyperboliques (voir par
exemple [226, 191]).

5.5.83. Dimension des cascades multiplicatives de Mandelbrot sur X} . — Re-
venons sur les cascades multiplicatives de Mandelbrot. Nous notons p la me-
sure Q\, construite au paragraphe 4.3.1 sous ’hypothése ¢'(17) > 0 et sup-
posons qu'il existe p > 1 tel que ¢(p) > —oo. Le théoreme 4.9 assure alors
qu’il existe € > 0 tel que E(Y'!*¢) < oo.

Théoréme 5.13 ([138], théoreme 4). — Supposons ¢(p) > —oo pour un
certain p > 1. Avec probabilité 1, pour pu-presque tout x on a

n—oo —-n
Par conséquent, dim, p = dim* u = ¢'(1), et p est exactement dimensionnelle.

Démonstration. Ceci se prouve de la fagon suivante. D’abord, grace a (31), on
décompose log(u([z|n])) sous la forme

log(pu([z]n])) = log Q(x[n) +log Y (z[n).

Puis on utilise la mesure Q introduite dans la section 4.2 ainsi que (28) pour
avoir que presque sirement, p-presque partout, on a

1o 108, Qleln)

n—o0 —-n

=¢'(1).
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Ensuite, on observe que pour v > 0, on a

Q(IOgY(CC’n) > n’Y) = Z E(l{logY(w)zne}u([w]))
weEX,
= b7 Y E(Qw) E(Logy (w))>ny Y (w))
weELn
= E(l{logY>n'y}Y)‘
De méme,

Q(logY(w\n) < _77’7) = IE(1{10gY<fn'y}Y)'

Par conséquent, on a

> QllogY (z])| > ny) <47 E(Y[log YY) < oo,

n>1

et on conclut grace au lemme de Borel-Cantelli. [

On peut se passer de 'hypothese qu’il existe un p > 1 tel que p(p) > —o0
pour conclure que dim, g = dim* g = ¢'(17). Un résultat similaire existe pour
Qo ou o est une mesure de Markov ( [78]). La méthode de preuve est d’utiliser
le principle de décomposition (théoreme 4.6) et la caractéristion de I'image et
du noyau de 'opérateur E () dans le cas de la percolation sur un arbre; c’est
le sujet qui sera discuté dans la section 9.1 (voir théoreme 9.4).

Nous avons vu a la fin de la section 5.5.2 qu’'une mesure quasi-Bernoulli
possede une dimension locale presque partout par rapport a une autre. C’est
aussi le cas pour deux cascades de Mandelbrot construites simultanément.
On considére un couple (W, W') de variables aléatoires strictement positives
d’espérance let une suite (W (w))yex: de copies de (W, W’) indépendantes.
On suppose que max(E(W log W), E(W'logW’)) < log(m). Alors on obtient
sur Y4 les limites non dégénérées uyw et pws des cascades multiplicatives de
Mandelbrot associées respectivement & (W (w))wes: et (W'(w))wes: , pour
lesquelles on a le résultat suivant. On désigne par Yy et Yy les masses totales
respectives de pyw et py.

Théoréme 5.14 ([6], theorem 6). — Supposons que E(W'|logW|) < oo
et qu’il existe p > 1 tel que E(Y}},) < oo et ¢ < 0 tel que E(Y},) < co. Avec
probabilité 1, pour py-presque tout x on a

- logy(u(faya))

n—o00 —-n

=1-E(W'log,, W).

La preuve est une adaptation de celle du théoreme 5.13.
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5.5.4. Lien entre la dimension d’une mesure sur ¥ et son LI-spectre. —
Soit u est une mesure borélienne positive non nulle et finie sur X1, . On définit
sur R la fonction concave et croissante, appelée parfois L4-spectre :

. N 1
Tu(q) = hnrglcgfmn(q), ol Tun(q) = T log,, Z p([w])?.
weXn,
Cette fonction interviendra dans ’analyse multifractale de . Remarquons que
la, concavité de 7, implique

m,(¢7) <7, (¢7)  VgeR,.

On a le résultat suivant, qui compare dim, p et dim* p aux dérivées a gauche
et a droite de 7, en ¢ = 1 (voir [177, 114] par exemple. Voir [72] pour les
mesures de Gibbs). Notons

1 = 1
Q(M,$) :hmlnfw’ D(,U/,.T) :hmsupw
n—oo -n log m n—oo —nlog m
Théoréme 5.15. — Pour p-presque tout point © € X on a

7,(17) < D(p,z) < D(p,x) < 7,,(17).

Autrement dit, 7,(17) < dim, p < dim* p < 7/,(17). Par conséquent, si 7),(1)

existe, la mesure p est unidimensionnelle au sens fort ou

n—oo —nlog m ’
p-presque partout.

On a la réciproque suivante, dont les conditions sont satisfaites par les
mesures quasi-Bernoulli.

Théoréme 5.16 ([114]). — Supposons qu’il existe une constante C' > 0 telle
que

(45) p([w-v]) < Cu([whp([v]), Vo,we Xy,
Alors, pour tout € > 0 les ensembles

{z € supp(p) : D(p,x) < 7,(1%) +e},  {x €supp(p): D(p,x) > 7,(17) — ¢}

sont de p-mesure strictement positive. Par conséquent, si de plus la limite
1

i Lo8(k((zln]))

n—oo —nlogm

7,(1) eiste.

existe et est égale a une constante p-presque partout, alors
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Remarque 5.2. — L’hypothese (45) est essentielle. En effet, si la mesure p
est continue, il est établit dans [115] (Theorem 4.1) qu’il existe une mesure v
équivalente a p telle que 7,(q¢) = min(q — 1,0) sur Ry.

Démonstration du théoréme 5.15. Pour € > 0 et n > 1 soit

Ene = {z €supp(p) : p([z]n]) > m_”(‘fﬁ(ﬁ)—ﬁ)}.

Pour montrer que D(u,z) > 7/(17) p-presque partout, par le lemme de Borel-
Cantelli, il nous suffit de montrer que >, <, p(En ) < 0o.
En appliquant une inégalité de Markov on voit que pour tout n > 0 on a

p(En) < ORI / pullaln])" dpa(ar) = 1 CREDZ S 7 g [u])
wexn,
Or, pour tout 17 > 0 et pour n assez grand on a
Z pu([w]) 7 < TR ?),
weXn,

D’autre part, par définition de 7/,(1%), on a

~Tu(1+n) < =7u(1) = 07, (1) + o(n) = —n7,(17) + o(n).
Dong, si n est choisi suffisamment petit, pour n assez grand on a
(B o) < m~mEmnto)) < py=nne/2,

Ainsi, Zn21 p(Ene) < 0o. On procede de la méme facon pour montrer que

D(p,x) < 7,(17) p-presque partout. [J

Démonstration du théoréme 5.16. Posons
Fy = {z € supp() : D(,z) < 7,(1) + ¢}

F_ = {z esupp(u) : D(p,x) = 7,(17) — €}.
Nous établissons seulement p(Fy) > 0. Le cas de F_ se prouve de facon
similaire. On peut toujours normaliser u pour qu’elle soit de probabilité.
Posons ag = 7,(17) et a = 7,(17) + € > g et définissons
. log(p([z]n]))

F,, = {z € supp(p) : alogm < a}.

Comme F; D limsup,,_, . Fy, pour que p(Fy) > 0 il nous suffit de mon-
trer lim sup,,_, . p(Fy,) > 0, grace au lemme de Fatou. Nous allons démontrer
liminf, o pu(F,) > 0, ce qui est un peu plus que ce qu’on veut.
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Remarquons tout d’abord que (45) entraine pour tout ¢ > 0, la suite
up = C Y p([w])?
weXn,
est sous-multiplicative. Par conséquent, u}/ " converge vers sa borne inférieure,
et 'on a pour tout n > 1 :

(46) S alfu))? > ¢ @,
wexn,
La concavité de 7, impose que pour i > 0 on ait 7,(1 + ) < nap. Donc (46)

implique

C—(l—l—n)m—nnao < E u([w])H"

wexy,
< > p([w]) 7 + > p([w]) 7
weSD u([w])<m—ne weXn, u([w])>m—ne
—nno 1/2 14+2n 1/2
< (1= B 4 ()2 (N ) )
wexn,
Donc on a
O < (1= p(F))m ™ + p(F)'V2,
puis
(47) m—éa,u(Fn) o M(Fn)1/2 < m—éa o C_2m_5a0,

avec 0 = nn. Comme o > «p, si ¢ est fixé suffisamment grand et n égal a
§/n, on en déduit que ¢ = m™9% — C~2m %% < 0 (indépendant de n). Soit
a = m~%. Observons que les racines de équation quadratique at®>—t = ¢ sont
positives. Donc il résulte de (47) qu’il existe v > 0 tel que pour tout n > 1

w(EFp) > 7.
O

5.5.5. Dimension des mesures auto-similaires. — Nous utiliserons les nota-
tions et notions introduites dans la section 3.5.1, et considérons ’attracteur
auto-similaire K d’un IFS constitué de similitudes contractantes. Le calcul
explicite de la dimension de Hausdorff de ’attracteur K en fonction des pa-
rametres du systeme S est un probleme non résolu de facon générale, de méme
que celui du calcul des dimensions de Hausdorff des mesures auto-similaire v
définies sur K. Cela dit, on a le résultat récent et remarquable suivant, sans
hypothese supplémentaire sur 'IFS S :
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Théoréme 5.17. — [101] Soit yu une mesure ergodique sur (X3, ). La me-

1

sure o mg~ obtenue en projetant naturellement p sur K est exactement di-

mensionnelle.

De plus, on sait [62] que K possede toujours la propriété de régularité
d’avoir une dimension de Hausdorff égale a sa dimension de Minkowski-
Bouligand, définie dans la section 6.2.4 (cette propriété, comme le théoréme 5.17,
est également valable si les fonctions de I'TF'S sont des applications conformes).

Voici des situations dans lesquelles on sait calculer les dimensions.

Lorsque la condition (OSC) est satisfaite, la dimension de Hausdorff de K
est 'unique solution de I’équation

N-1
(48) > Skt =1
k=0

et la dimension de Hausdorff de v est égale a

S e log py.
S prlog [|Sk]|

[122]. Nous allons donner une preuve de ces résultats.

La condition (OSC) n’est bien sur pas toujours vérifiée. Elle peut étre relaxée
en la condition de type fini introduite dans [179], que nous avons donné en
dimension 1 dans la section 3.5.2. Les dimensions s’obtiennent alors comme le
logarithme de la plus grande valeur propre d’une matrice positive déterminée
a partir de p et des éléments de S (voir [179] pour plus de détails).

Il existe aussi des résultats de type générique. Par exemple, sid = 1 et sil’'on
écrit Sy = prx + by, alors pour presque tout choix de (by)o<k<n—1 les dimen-
sions de Hausdorff de K et v sont données par les mémes formules que dans le
cas ou la condition (OSC) est satisfaite [59]. Il y a aussi des résultats de type
générique en dimension supérieure, et dans le cas auto-affine [60, 213], mais
il ne couvrent pas les constructions les plus simples dans lesquelles la condi-
tion (OSC) est satisfaite, comme dans le cas ou I'attracteur est une éponge de
Sierpinski [171, 144] auto-affine (voir aussi [110, 201]); ces ensembles frac-
tals ont de plus la propriété d’avoir des dimensions de Hausdorff et de boites
distinctes en général (voir les sections 7.4 et 7.5.3).

Calcul de la dimension de Hausdorff des mesures autosimilaires sous la
condition (OSC).

Equipons ¥} de la distance ultrametrique d(t,t') = H‘ktﬁtll‘ 1S:, ||, ot tAE est
le plus grand préfixe commun de ¢ et t’, et on I’a écrit 41 - - - ij¢ar|- S1 pp désigne
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la mesure de Bernoulli associé au vecteur de probabilité p = (po,...,pN-1),
on voit aisément en appliquant la loi des grands nombres & log uip([t),]) et
log(diam[t),,]) par rapport a pp que pp est exactement dimensionnelle, de di-
mension D, = (o prlog pi) /(Cn=y pr log ||Sk|). Nous allons en déduire

logvp(B(z,r)) _ D, et donc
p’

que pour vp-presque tout x nous avons lim, g+ Tog(r)

Vp est exactement dimensionnelle.
Pour tout 2 € K et r € (0, 1) soit

S(x,r) = {u €S 1Sull <7 < 1Su Il et Su(K) N Ba,r) # @}.

La condition (OSC) impose que £ = sup,ck o<r<1 #5(7,7) < 0o. Cela im-
plique que g ' (B(z,7)) est recouvert par un nombre uniformément borné par
rapport & x € K et r € (0,1) de boules de (ZX,, d) de rayon comparable a r.
On en déduit aisément que 7g, qui est lipschitzienne, préserve la dimension de
Hausdorff.

Soit I/ un ensemble de pp-mesure pleine tel que lim,, % = Dy
pour tout ¢t € E. Alors, on déduit de ce qui précede que pour tout F' C wg(F)
tel que vp(F) > 0onadim F = 7g(F) = dim E = D, et pour tout x € 7s(F)

log v log vp (B(z,r
gt R BT ﬁ’){g(r() D) < limsup, g+ —2-2 200 f:)é;(r() D < D,.

Pour o > 0 posons

.. loguvp(B(x,r))
= : — 2 < .
F,,(a) {x eK llgl_}élf log(r) < a}

Nous allons maintenant utiliser des résultats d’analyse multifractale. I1 découle
de la proposition 6.1 et de la preuve de la proposition 6.2 que I'on a pour tout
a € (0,7, (07)] on a dim F, () < 777 (a) (voir aussi la remarque 6.3 pour les
notations). Supposons prouvé le fait que le Li-spectre de vp est tel que pour
q>0onaT,(q) >7(q) ou 7(q) est 'unique solution de I"équation

on a liminf

N-1
PllSell™" = 1.

=0
Ona D, =7'(1) et donc 7 (D ) = Dy. De plus, comme 7(1) = 7,,(1)(= 0),
onar, (1) =17(1), et 77 (a) < 7"(a) < 7%(Dy) = Dy, pour tout a < D,.
Supposons quil existe a < D, tel que vp(F,, (o) N wg(E£)) > 0. Alors, on
aboutit a la contradiction D), < dim F, (o) < 7 (). Donc, pour vp-presque

logvp(B(z,r)) _

tout z € wg(E), c’est a dire vp-presque partout, on a lim,. o+ ) =

D,.
Vérifions que 7, (q) < 7(q) pour ¢ > 0. Soit r > 0 et (B(xj,7;)); un packing
de K par des boules centrées sur K et de rayons r/2 < r; < r. Chaque
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B(zj,rj) est recouverte par au plus ¢ ensembles de la forme S, (K) = mg([u])
avec u € S(xj,7;j). Donc vp(B(zj,75)) < Zues(xﬂ,j) pp([u]) et on a pour ¢ > 0

vp(Blzjr) <0 Y pp(fu))t < Y ([u)”.
ueS(xj,r;) uesS(xj,r)

Comme les boules B(z;,7;) sont disjointes et r/2 < r; < r, il existe ¢; € Ny
ne dépendant que de S et de d telle que pour chaque u dans le terme de droite
Su(K) rencontre au plus ¢; de ces boules. Par conséquent,

Z vp(B(wj,75)) < ettt Z pp([u])?,

UEE?\[:HSU”<TSHSUH“‘,1

et pour t € R, il existe cy ne dépend que de S et de ¢t telle que

jijbb (x5,7)))75 < crept?™! > i ([u]) ]| S

ueXy:[|Sull<r<||S

“lul -1
Ny
< ™Y pp () Sull
n:lueE"
Ny
= cmﬂﬁ4§j(§jpmsm)
n=1
ou n, = log(r)/ maxg<ip<n_ilog||Sk||. Donc, si t > —7 avec les nota-
r g( )/ 0<k<N-1 g k ) q),

tions de la section 6.2.4 on a supg.,.; Plztgip,r(K) < 00. Par conséquent,
Alog vp,q(K) < t. Ainsi, Alog,,mq(K) < —7(q), donc 7,,(q) = —Alegp,,q(K) >
7(q)-

Calcul de la dimension de Hausdorff de K sous la condition (OSC). 11
résulte des définitions de la dimension de Minkowski-Bouligand et de la fonc-
tion 7, (sections 6.2.4 et 6.3) que la dimension de Hausdorff de K, le support
de vp, est inférieure ou égale & —7,,(0), donc a —7(0), qui n’est autre que
le nombre d défini dans (48). Soit maintenant pg le vecteur de probabilité
(ISol|, . .., [|Sn—1]|%). D’apres le calcul fait au paragraphe précédent, la di-
mension de la mesure vpg est d, donc dim K > d.

6. Analyse multifractale

6.1. Introduction. —
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6.1.1. Un paradigme de la multifractalité. — Soit une mesure de probabilité u
dont le support est [0,1]. On note I, j, pour 0 < j < 27, les sous-intervalles
dyadiques (semi-ouverts a droite) de [0, 1] de longueurs 27". Celui d’entre eux
qui contient z est noté I,,(z). On pose,

2n—1
1
T | .q
7(¢) = liminf —=log, z; 11(In, )
]:

et

Eo = {x e [0,1] lim ~logu(ln(=)) _ a},

n—00 nlog2

ou g et a sont deux nombres réels.
L’analyse multifractale est venue de la préoccupation suivante : relier la
dimension de Hausdorff dim E,, et la fonction 7. La relation attendue est

dim E/(g) = * (T'(q)),

ou 7* désigne la transformée de Legendre de 7.
Il en est bien ainsi lorsque p est une mesure binomiale, comme on le verra
ci-dessous.

6.1.2. Un cadre plus général. — L’analyse précédente [40] fait jouer un role
particulier aux “boites dyadiques”. Cela a plusieurs inconvénients. D’abord,
elle n’est pas invariante par translations. Ensuite, les exposants de Hélder que
'on consideére ne sont pas les exposants usuels. Pour ces raisons, L. Olsen [185]
a introduit le formalisme un peu plus lourd qui sera décrit ci-dessous.

En outre, il n’y a aucune raison de limiter cette analyse aux mesures, comme
cela a été observé assez tot par S. Jaffard d’une part [124, 126] (voir aussi
section 8.2.2) et par J. Lévy Véhel et R. Vojak d’autre part [158].

Voici, brievement décrit les points communs a ces diverses théories. On se
donne, disons en dimension 1, une fonction positive p définie sur les intervalles
et 'on considere les ensembles de niveau de 'exposant de Holder local

1 _
EQZ{mGRHim ogulle r,m+r]):a}'
™0 logr

L’analyse multifractale vise & déterminer la dimension de Hausdorff des
ensembles F,, notamment en ’exprimant comme la valeur en o d’une trans-
formée de Legendre.

L’analyse d’une fonction f utilise la fonction p suivante

,U,([.’L'—T',.’IJ—FT]) = Ssup ian ’f(t)_P(t)‘a
|z—t|<r P:polynoéme
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mais on pourrait penser aussi a ’oscillation moyenne
/a:-l—r
xr—r

Enfin, il peut étre utile d’analyser des fonctions vectorielles. C’est ce que

£t — 2 /W Fu)du| dt.

2T r—r

nous allons décrire. Une version plus complete se trouve dans [200]. La plupart
des démonstrations reprennent celles de [31].

6.2. Mesures et dimensions multifractales. —

6.2.1. Notations et conventions. — (X,d) désigne un espace métrique. On
pose

B(z,r)={yeX|d(z,y) <r}.

Par commodité, nous donnerons une acception plus restrictive qu’habituel-
lement aux termes recouvrement et packing. Si A est une partie de X et §
un nombre positif, une collection {B (z;,7;)} de boules telles que z; € A et
rj <0, est un d-recouvrement de A si A C U B (z;,7;5), un é-packing de A si
elles sont deux a deux disjointes.

On utilisera la convention suivante : si {B;} est un ensemble de boules, z;
et r; désigneront les centre et rayon de B;.

On suppose, tout au long de ce chapitre, que ’espace X satisfait la propriété
de recouvrement de Besicovitch : il existe un nombre entier 6 tel que de toute
collection {B (z;,7;) }jeJ
disjointes {{B;;}; € Ji}lgig@ telles que l'on ait

{(L‘j’jGJ}C U UBivj'

1<i<0 jeJ;

on puisse extraire 6 familles de boules deux a deux

E est un espace de Banach réel séparable, dont le dual est noté E' et la
forme de dualité ( , ).

On considére une fonction s définie sur I'ensemble Xx]0,1] et a valeurs
dans E'. En d’autres termes, c¢’est une fonction définie sur I’ensemble des boules
de X. On écrira aussi »(z,r) = 3(B (z,7)). C’est la fonction dont on veut faire
I’analyse multifractale.
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6.2.2. Mesures de Hausdorff. — Nous appellerons jauge une fonction ¢, conti-
1
nue et monotone, de ]0,1[ dans R’ . L’ordre de ¢ est ord¢ = lim M_
0 logr

Pour tout € > 0, on a lim,\ o pe—ordd o(r) = 0.

Si ¢ est une jauge, pour A C X, ¢ € E et § €]0, 1], on pose
(49) ¢-HL 5(A) = inf > p(r;)el@@m)
J

ou la borne inférieure est prise sur I’ensemble des collections {(z;,7;)} telles
que les boules B (x;,7;) forment un d-recouvrement de A.
Ensuite, on pose

(50) & Ho(A) = lim ¢ T 5(A).

. 59 .. .
Comme fonction de A, ¢—H, (A) est sous o-additive, mais elle n’est pas
croissante, car on a utilisé des recouvrements centrés. C’est pourquoi, on pose

(51) ¢-HL(A) = sup ¢-Ho(B).
BCA

Comme fonction de A, ¢-HL(A) est une mesure extérieure par rapport a
laquelle les boréliens de X sont mesurables.

Lorsque ¢(u) = u', les fonctions ¢,ﬂi§, ¢HL et ¢—HZL seront notées
respectivement ﬁz;i;, ﬁ‘jf et HZ'.

On pose
(52) dim,.q A = inf {t | HL'(A) = 0} = sup {t | HL'(4) = o} .

q,t

Lorsque » = 0, les quantités ﬁ%’é, ﬁi’t, HL et dim,, ; ne dépendent pas
de ¢ ; elles seront notées respectivement ﬂf;, ﬁt, H! et dim. dim A est la di-

mension de Hausdorff de ’ensemble A.

Les mesures ci-dessus sont rarement calculables explicitement. Heureuse-
ment, ce qui importe le plus souvent, et notamment ici, c’est de décider si une
mesure de Hausdorff est nulle ou non. Voici un lemme trés simple, mais utile.

Lemme 6.1. — S’il existe une mesure de Borel g, positive et non nulle, et
une constante C telles que, pour toute boule B (x,r), on ait

(53) 11q(B (z,7)) < C¢(r) elax(@r))
dlors 6 HL(X) > 0.
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Remarque 6.1. — La méme conclusion est vraie si l’on suppose seulement
que pour [ig-presque tout x, il existe v, > 0 tel que (53) ait liew pour 0 < r < ry.

Démonstration. En effet, si {B;} est un recouvrement d’une partie A de X, on
a

Cla(4) < 3 C7(By) < 3l eltn),
d
Ce lemme est souvent improprement appelé lemme de Frostman. Le
vrai lemme de Frostman, dont la démonstration n’est pas immédiate, est la
réciproque du précédent dans le cas olt > = 0 et ¢(t) = t¢. C'est en référence a

ce résultat que nous nommerons mesure de Frostman une mesure satisfaisant
les conditions du lemme précédent.

6.2.8. Mesures de packing. — Pour A C X, ¢ € E, t € R et 6 €]0, 1], on pose

(54) fi’i;(A) = sup Z r;,e(q,%(xj,rj))’
J

ou la borne supérieure est prise sur I'ensemble des collections {(xj,7;)} telles
que les boules B (x,7;) forment un d-packing de A.
Ensuite, on pose
7q7t . 7q7t
(55) PL(4) = lim P (4)
Cette fonction de A est évidemment monotone, mais elle n’est pas sous-
additive, c’est pourquoi on pose

(56) PL(A) = inf {Zf‘;mn) | AcC UAn} :

Comme fonction de A, ngt(A) est une mesure extérieure par rapport a laquelle
les boréliens de X sont mesurables.
Comme précédemment, il y a une valeur de coupure pour ¢ : on pose

(57)  Dim,q A =inf {t | PL'(A) =0} =sup {t | PL'(A) = +oo} .

q,t
2,00

de q; elles seront notées respectivement ff;, ft, Pt et Dim. Dim A est la
dimension de packing ou dimension de Tricot [219] de ’ensemble A.

Lorsque s = 0, les quantités P fi’t, PL! et Dim,, ; ne dépendent pas

Lemme 6.2. — On a H(L’t < H’P,q{’t et, par conséquent, dim,,, < Dim,.,.
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Démonstration. La propriété de recouvrement de Besicovitch sera utile.
Soit A C X. Extrayons de la famille {B (z,7)},ca des boules {{B;;};j>0}, .,
qui recouvrent A et telles que chaque famille {B; ;};>0 soit un packing. On a

<Zreq’ ) <oPL (4),

don HE'(4) < 0PL(A4), puis HE'(A) < 0PLY(A) et enfin HEH(A) <
O PL(A). O

6.2.4. La dimension de Minkowski-Bouligand. — Une autre fonction
séparatrice est utile : si A est une partie bornée de X, on pose

(58) A,.q(A) = inf {t eR|PL(4) = o} .
Pour faciliter le calcul de cette quantité, il est commode de définir

(59) P*q’ = suer o{@24(x5,m))

ou la borne supérieure est prise sur I'ensemble des collections {(xj,7;)} telles
que 0/2 < rj <9 et telles que les boules B (z;,r;) forment un packing centré
de A, et

(60) Pret = Tim Pt
N0 ’
Lemme 6.3. — On a A,.q(A) = inf {t ER | PLHA) = o} ,

Démonstration. Posons provisoirement AL7q(A) inf {t ER| i t< ) = 0}'

On a évidemment PiP" < f‘jf d’ott A}, < A, 4 Si AL 4(A) = —oo, il n'y
a plus rien a démontrer. Sinon, prenons un nombre ¢ strictement inférieur a
A, 4(A). Alors, pour tout § > 0 il existe un d-packing de A tel que

Z'r’; le(x5:15)) > 1.

Par suite, pour tout € > 0, il existe un entier k > 0 tel que 'on ait

27](,‘8

tola,2(z),5))
Z rie N> e
J:6/2<2kr;<8

On a alors

_ . _ . 5<
S pteelasen) 5 gkegme Tt glasein) >
§:8/2<2kr; <8 §:8/2<2kr; <6
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Ainsi, pour tout & > 0, Pi""(4) = 400. Par conséquent, AL (A) >t —e
g

Lorsque ’ensemble A n’est pas borné, on pose

A, q(A) =sup A, (A N B (zp, R)),
R>0

ol xg est un point arbitraire de X.
Lorsque » = 0, A,, ; dépend pas de g et sera noté A. C’est alors la dimension
de Minkowski-Bouligand.

6.3. Les fonctions b, B et 7 et leurs tranformées de Legendre. —
On pose

(61) b.(q) = —dim,. 4(X), B.(q) = —Dim, (X) et 7.(q) = —-A,4(X).

Nous adoptons pour b,, et B,, une définition I’égérement différente de la d’efi-
nition originale [184] : dans la littérature, ce sont souvent les opposées de ces
fonctions qui sont utilisées. La fonction 7,.(¢q) est souvent appelée Li-spectre
dans la littérature.

Définition 6.1. — Si f est une fonction de E dans R, la transformée de
Legendre-Fenschel de f est la fonction f* ainsi définie sur E' :

f(@) = mf({g,a) — f(a))-
q€

La fonction f* est évidemment concave.

Proposition 6.1. — 1. Les fonctions B,, et T,, sont concaves.
2. Ona 7,,< B, <b,.
3. Ona b, <B; <T}.

Démonstration. La concavité de la fonction 7,, est évidente, celle de B,, 'est
moins (voir [184]). Les inégalités résultent du lemme 6.2.0J

6.4. Un formalisme multifractal. —
6.4.1. L’exposant de Holder local et ses ensembles de niveau. — La limite au
sens de la topologie o(E/,E), lorsqu’elle existe, lim ;1)

™0 logr
Dans le cas ou s est une fonction scalaire, c’est I’exposant de Holder local en x

, sera notée o ().

de la fonction e*.
Nous nous intéressons aux ensembles de niveau de la fonction «,, et plus
particulierement a leurs dimensions de Hausdorff et de Tricot.



76 JULIEN BARRAL, ATHUA FAN ET JACQUES PEYRIERE

Si E C E et a € E/, on considere les ensembles suivants

IA

(62) K%(OQE) = {1’ eX ’ mw

I (w, ) pour tout w € E} ,
N ogr

(63) X, B) = {3: e x | (0 @)

U Togr < (w,a) pour tout w € E} _

Les ensembles X (o, E) et X,.(a,E) seront simplement notés X (a) et
X, (a). -

L’ensemble X, (o) = X () N X, («) est U'ensemble des x € X tels que
#(z,7)

] tende vers « au sens de la topologie o(E,E') lorsque r tend vers 0.
ogr

6.4.2. Inégalités a la Chernoff. —

Proposition 6.2. — Soita € E et ECE. On a
1. Dim X (a, E) < inﬁ; (q,a) — B(q),
q€
2. dim X(a, E) < inf (q,a) — B(q).
- qeE
3. dim X (a, E) < inf (g, @) — b(q),
qeE

Si l’on obtient une dimension négative, c’est que l’ensemble correspondant est
vide.

Démonstration. 11 suffit de considérer le cas ou E = {¢}.

Démontrons la premiere assertion. Soit € un nombre strictement positif et n
un entier. Posons

An(s):{x€X|W<<q,a)+esir§l/n}.

Fixons provisoirement 7 > 0. Comme P Bla)+n/ 2(X) = 0 il existe une

partition dénombrable X = UXk telle que Z'Pq’ an/z (Xg) < 1. Par

suite, pour tout k, on a f(,]{’ Bla Hn(Xk) =0.
Si {B;} est un d-packing centré d’une partie F' de A, () NXy, avec 6 < 1/n,
on a

Z (¢,0)+e=B(a)+n < ZT RIRCRECIRD) <7>q’ (q)+n(Xk)_
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On en déduit successivement

f<Q9a>+EfB(q)+n(F N Xk) — 0’

plac)te=Bltn 4 (e)NX,) =0,
plaelte=Ba)tn4 () =0,

et
Dim A, (¢) < (¢, ) +¢ — B(q).
Mais on a
{x e X | Tim 2Z@) (q,a)} c N U 4.1/m),
™0 logr m>1n>1

d’ou le résultat.

Démontrons maintenant la seconde assertion. Considérons 1’ensemble

An:{m€X|limMW<<q,a>+;}.

0 log r

Comme précédemment, fixons n et considérons les Xp.

Soit FF C A, NXg et 0 > 0. Pour chaque x € F, il existe r, tel que
0<ry <det r;q’aH% < elex(@2))  Par la propriété de Besicovitch, on peut
extraire de la famille de boules {B (2, ;) }sep une famille {{B; ; }j21}1<i<9 qui
recouvre F' N X} et telle que chaque famille {B; ;};>1 soit un packing. Dans
ces conditions on a

Z ri<,qjva>+5_B(q)+"7 S Z ,r.TjB(q)—i_n e<‘17%(xi,j’7'i,j)>
< Z Z T'_B(q +77 (q,7¢(x4,5,7i,5))
=1 3
S 95‘)1{7’;3(11)-%77 (Xk)7

d’ou
ﬁgqyaHl/n*B(q)Jrn( )<0Pqn B(q )(Xk)-

Il s'ensuit que H(@0+/n=B@+n(4, N X,) = 0, ce qui montre que I'on a
dim A, N X} < (q,) +1/n— B(q) +n. Ceci étant valable pour tout k et pour
tout 1, on a dim A,, < (¢, ) + 1/n — B(q).

On conclut en remarquant que X (o, {q}) =,>; 4n
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Passons a la démonstration de la derniere assertion. Soit € un nombre stric-
tement positif et n un entier. Posons

An(a):{xEX\W<<q,a)+asir§l/n}.

Fixons provisoirement n > 0.

Soit F' une partie de A, (g) et § un nombre tel que 0 < 0§ < 1/n. Comme
H?fb(an(X) =0ona ﬁi_b(an(F) = 0. Il existe donc un J-recouvrement
centré {B;} de F tel que I'on ait

rj_b<q)+n elazjri)) < 1

On a alors
er(q7a>+s—b(q)+n < er—b(q)“i elox(@imi)) < 1
d’ou
ﬁ<q704>+5_b(Q)+77(F) S 1
et

H (@) +e=bla)+n (An(e)) < 1.

On a donc dim Ay, (¢) < (g, @) +& —b(q) et I'on conclut comme précédemment.
O

6.4.3. Inégalités opposées. — Si v € E et si |B,(q)] < oo, on considere la
dérivée de la fonction B,, dans la direction v

)

si elle existe. Sa différentielle, si elle existe, est notée Bl (q) € E'. Dans ce
dernier cas, on a 9, B,.(q) = (v, B._(q)).

Lemme 6.4. — Soit v € E et q tel que |B,(q)] < c0. Si ¢ est une jauge
d’ordre supérieur ou égal a —B,.(q), on a

o-HL {x € X| lim (w42, r)) < &)B%(q)} =0.
0 logr

Démonstration. Soit A < 9, B,.(q). Choisissons t > 0 et n > 0 tels que B,.(q+
tv) > B,.(q) + At + 1. On a alors, par définition de B,.(q + tv),

(64) Pi—&-tv,B%(q)—l-/\t—l-n (X) = 0.
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Considérons 'ensemble
0 log r

Soit A’ € A(N) et § €]0,1[. Pour tout = € A’, il existe r, €]0,4] tel que
(v, 2(x,r))y — Alogr > 0. Extrayons de la famille {B (z,r;)}+ca de boules
packings {{Bi7j}121}1<i<0 qui, tous ensemble, recouvrent A’. On a

¢_ﬂi,5(14/) < Z Z¢(7“i,j)e<q’%(xi’j’ri’j)>

1<i<0 j

Z Z (Z)(Tij) e<Q7%(xi,j7Ti,j)> et((v,%(m,r))—/\logr)

1<i<6 3§

3 ot o)

1<i<0

< sup rBA@+g) Z Z —(Boe (@+A) 40 (gttv,5e(xi 5,7 5))
0<r<sé 1<i<0 j

+ —=q+tv,— (B (q)+At+n)

@+1g(r) PL -

IN

IN

< 6 sup rB=
0<r<é

En vertu de (64), il existe une suite {U,,} de parties de X telle que X C |J U,
ot quthv,—(B%(qH)\Hn) <1

En faisant tendre ¢ vers 0, on obtient qﬁfﬂi,(;(A’ NnNU, = 0, dou
¢-H5(A) =0 et o-H (A(N) = 0. O
Pour z € X, considérons la fonction

(v, s(z,71))

=1
Pa(v) Tlil(l) log r
et le cone
Cp={veE]|py(v>—00)}.
Lemme 6.5. — La fonction p, est concave et le cone C, convexre. Si

Vintérieur Cy de C, est non vide, ou bien p, est continu sur Cg, ou bien il
existe v € CF tel que py(v) = +00, et alors py(v) = +00 pour tout x € C3

Démonstration. Supposons C2 # () et p,(v) < oo pour tout v € C3. Posons
o (v, (7))
= inf ——"~,
Pzs o<r<s  logr
Etant donnés deux entiers positifs m et n considérons ’ensemble F, , =
{vecy| Pz /m(V) = —n}. Les Fy, , sont fermés car les fonctions Pa,1/m SONt
semi-continues supérieurement (s.c.s) et 'on a Cy = J Fy,,n. Par conséquent,
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en vertu du théoreme de Baire, 'un de ces ensembles a un intérieur non vide.
Comme p, > pys, cela signifie que C; contient une boule ouverte sur laquelle la
fonction p, est bornée inférieurement. Cela implique que la fonction concave p,
est localement bornée sur C7 et y est donc continue. [J

Proposition 6.3. — Supposons que, pour un q, |B,.(q)| soit fini et la fonction
v — 0yB,.(q) soit semi-continue supérieurement. Alors, si ¢ est une jauge
comme dans le lemme 6.4, on a

¢H§2{x |30 € B, lim 2@ avB;Aq)} 0.
™0 log r

Démonstration. Soit E une partie dense dans E. Il résulte des propriétés de
continuité de p, et 9,B,.(q) que 'on a

{| g (22} <aUB%<q>} .
N0 log r

{x e B i A <aUB%<q>} |
N0 log r

On conclut au moyen du lemme 6.4. [

Proposition 6.4. — Soit ¢ une jauge comme dans le lemme 6.4. Supposons
que, pour un q, |B,.(q)| soit fini, $-HL(X) soit non nul et que la fonction
v — 0y B,.(q) soit semi-continue supérieurement. Alors

dim{x!VueE, 117m<v7%($r)>

NG logr > avB%(q)} > avB%(Q) - B%(q) .

Démonstration. Posons A = {x | Vv € E, lim,\ % > &,B%(q)}. il
résulte du lemme précédent que ¢—HL(A) > 0.

Fixons € > 0. si n > 1, on pose
1
Ap(e) = {m € Al (g, x(z,1)) < (04Bs(q) — €) logr, pour r < n} .

Comme A = {J,5; An(e), il existe n tel que ¢-HL(A,(e)) > 0. Dong, il
existe F C Ay (e) tel que ¢-H(F) > 0. Si {B;} est un d-recouvrement centré
de F', avec § < 1/n, on a

T?qu(q)—Bu(q)—s

Y

Z o(@:(xj,r5))—Bx(q)

> ﬂ%—BK(Q) (F)

2,0
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ce qui donne
HOBD Bl (A, (e)) > FOP OB () > 2P0 () 5
Ainsi, dim A > dim A, (e) > 9,B..(q) — B..(q) — .0

Théoréme 6.1. — Si, pour un q € E, B, (q) existe et si p-HL(X) > 0, pour
une jauge ¢ d’ordre supérieur ou égal a —B,.(q), on a

L. bs(q) = Bi(q),
2. dim X (B.,(q)) = Dim X (B..(¢)) = BL(B..(q)).

Démonstration. Cela résulte des propositions 6.2 et 6.4.0J

Remarque 6.2. — On verra plus loin dans l’étude des mesures auto-affines
que les fonctions By, et b, different en général et dans ce cas c’est cette derniere
qui est la bonne fonction a considérer. Pour d’autres exemples de mesures pour
lesquelles b, et By, différent, voir [185, 31].

6.4.4. La fonction f,.(a). — Soit a € X/, § €]0,1[ et € > 0. Soit M,., () le
maximum des cardinaux des packings de ’ensemble
< }
E/

par des boules de rayons compris entre r/2 et . On pose

»(z,7)

A (a) = {xEX! H -«

log r

—_log M,
(65) Frla) = lim Tim —222re
eNo r\0 logr

Proposition 6.5. — On a f..(a) < 7% ().

Démonstration. Soit g € E tel que 7,.(q) > —oo et A > —7,.(q). Il existe §p < 1
tel que, pour tout § €]0, dy|, P*q’/\(X) = 0.

2,0

Si {B,} e est un é-packing de A, (), on a
Z 74]/,\ el @imi)) > min{1,27*} A Z elax(xj.m5))

ieJ jed
> min{1,2" A} pAH@a)+ellale carg () .
Onadonc M, ,.(a) < max{1,2*}r~O+@eiteldle) Qon f,(a) < A (g, ),
frla) < =7q) + (g, ), et fila) < infyepr (¢, @) — Toe(q) = T2(a). T

6.5. Multifractals et grandes déviations. —
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6.5.1. Des arbres homogénes et leurs bords. — On se donne un entier b >
2. On considere I'ensemble ¥; = (J,>, X} des mots sur I'alphabet ¥, =
{0,1,2,...,b — 1}, ou € désignant le mot vide, on convient que 22 = {e}.
La concaténation de deux mots v et w est le mot vw obtenu en écrivant w a la
suite de v. Muni de la concaténation, X7 est un monoide dont € est 1’élément
neutre. La longueur d’'un mot w, ¢’est-a-~dire son nombre de lettres, est noté |w|.

On considére aussi I'ensemble X des mots infinis sur %, (ou, si l'on
préfere, des suites (z;);>1 d’éléments de 3;). On définit de fagon évidente la
concaténation d’un mot et d'un mot infini.

Si v et w sont deux mots, finis ou non, on pose d (v, w) = b~ ou n est la
longueur du plus long préfixe commun a v et w. On définit ainsi une distance
ultramétrique sur Xf et sur 3. Le complété de If est T} [[ S

Siw € Xf, on pose

[w] = {wz |z €5 }.

C’est un cylindre du produit ZZ’ ; ¢’est également une boule pour la métrique d.

6.5.2. Analyse multifractale sur $;". — Dans ce contexte, P;q(’;t(X) est facile
a calculer :
pjgébfn (X) =p™ Z o(@x([w]))
wedy
Il est aisé d’en déduire une expression de 7, ;
() = lim — 2 log, 3 elaul),
n—oo M wexy
b
6.5.3. Un exemple. — Prenons pour E l'espace euclidien RY, avec N < b, et

donnons-nous une famille ((pi7j)0§j<b)1 <;<n de nombres strictement positifs.

Définissons par récurrence p; ., pour 7 fixé et w € ZZF :

Pie =1 et Diwj = Piwbi;j;
et posons
s([w]) = (10gpi,w)1gi§N'

Lorsque Z?;é pi; = 1, Papplication [w] — p; . s’étend en une mesure de
probabilité sur EZF. C’est alors une mesure multinomiale, que ’on appelle aussi
mesure de Besicovitch.
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On a,sig= ((J1,(J2,---a(JN)7

T elelul) z:]ﬁﬁ%

wEEg‘H wEEZL'H i=1

b—1 N

= 2. > IIvtusi;

weXy j=01i=1

b-1 N
= Z o(@([w])) Hpq ’
weDP 7=01i=1
d’ou
b-1 N
—logy » [ [
j=0i=1
ngz’ng?fj

Le vecteur ¢ étant fixé, on pose r; = rie = 1 et par

i
ZO§j<b H1§i§N D ;
récurrence, 1,; = r,,7;. La fonction [w] + r,, se prolonge en une probabilité y,

sur Z;’ et 'on a
pq([w]) = ol ([w]) p—n7(a)

—7(q) .

Autrement dit, p, est une mesure de Frostman pour HL ; cela implique

7(q) > by, Aot 7(q) = b,.(q) = b,.(q). Aussi, la fonction s vérifie le formalisme
multifractal en tout point q.

Le calcul de la transformée de Legendre se mene facilement jusqu’au bout
dans le cas particulier suivant

b=l si j=1i—1,
Dij =

1, sinon.

On a alors 7(¢q) = —log, (Zf\il b=% 4+ b — N) ; dans ces conditions 7*(«) =
—oo si I'un des a; est négatif ou si Zf\il o; > 1et

N

() = Z —a; logy (o) (1 - Zou) log, = ]_V

i=1
dans les autres cas.

Il est commode d’introduire d’autres notations : si z € ¥, on pose

1
on(z,j)=—card {m |1 <m <netxz,=j}.
n
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Alors »(xz,b™") = (cpn(x,j))lngN.
Si maintenant on se donne des nombres f; > 0, pour 1 < j < N, tels que

g:f.{:l, si N=b,
LY <1 s
Jj=1 -

sinon,
il résulte de ce qui précede que la dimension de Hausdorff de ’ensemble
{z : limy,(z,j) = fj pour 1 < j < N}

vaut

N _Z'L fz
;—filogbfz-—@—Zﬁ)logb( — >-

On retrouve ainsi le théoreme d’Eggleston. On peut également par ce procédé
étendre au cas d’une base quelconque le résultat de Besicovitch relatif a la
dimension de I’ensemble des nombres dont la fréquence supérieure des 1 dans
leur développement dyadique est majorée par un nombre f (voir [200]).

Remarque 6.3. — Dans les chapitres 7 et 8, étant donnée une mesure
sur un espace métrique et la fonction »(x,r) = log(u(B(x,r)), les fonctions
b, B, T et les ensembles E(«) associées a » seront indexés par p plutét que par

» = log(u).

La plupart des mesures analysées dans ces chapitres ont des propriétés
d’autosimilarité. En conséquence, on démontre que dim Ey(a) = 7, () pour
tout a tel que 7;(a) > 0. On a alors automatiquement b, = B, = 7, et
Dim E, (o) = dim E, (). Nous ne le mentionnerons pas dans les énoncés.
Nous rencontrerons dans les sections 7.4 et 7.5.3 une classe naturelle de me-
sures auto-affines pour lesquelles ’égalité b, = B, = 7, n’a pas lieu, et

dim E,(a) = bj(a) quand b}, (a) > 0.

7. Analyse multifractale des fonctions presque multiplicatives

Nous établissons dans la section 7.1 un théoreme général d’analyse multi-
fractale pour les mesures presque multiplicatives (théoréme 7.1) et sa traduc-
tion en principe variationnel (théoréme 7.2). L’extension de ce principe va-
riationnel a ’analyse multifractale de moyennes de Birkhoff sur des systéemes
dynamiques plus généraux est ensuite discutée dans la section 7.2. La section
7.3 présente une extension du théoreme 7.1 au cas de mesures définies a ’aide
de normes de produits de Bernoulli de matrices positives, qui n’est pas cou-
vert par les mesures presque multiplicatives, mais est fondamental dans I’étude
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des mesures auto-similaires. Puis la section 7.4 traite 'analyse multifractale
des mesures quasi-Bernoulli sur ’espace symbolique munie d’une métrique
”auto-affine”, ce qui prépare au résultat d’analyse multifractale des projetées
des mesures de Gibbs sur les tapis de Sierpinski. La section 7.5 aborde plus
généralement ’analyse multifractale des réalisations géométriques des mesures
presque multiplicatives considérées dans la section 3.5. En particulier, on pro-
pose un état de I'art de I'analyse multifractale des mesures auto-similaires.
Nous recommandons au lecteur de se reporter a la remarque 6.3 avant de
commencer la lecture des résultats qui suivent.

7.1. Mesures presque multiplicatives sur 1’espace symbolique. —

Théoréme 7.1. — Soit p une mesure presque multiplicative sur X . Alors,
dim E,(a) = 7,;(a) en tout point « tel que 7, (o) > 0. De plus, si ju est quasi-

Bernoulli la fonction 1, est dérivable, et si p est la mesure de Gibbs associée
a un potentiel holdérien ¢ la fonction 7, est analytique.

L’analyticité de 7 lorsque u est la mesure de Gibbs associée a un potentiel
holdérien ¢ provient de ’égalité

qP(¢) — P(q9)

7(q) = log

et de 'analyticité de la fonction ¢ — P(q¢), qui provient, elle, du formalisme
thermodynamique [206]. Les exemples de convolutions de Bernoulli explicités
dans la section 7.5.1 montrent que, si le potentiel est seulement continu, la
fonction 7, peut avoir des points de non dérivabilité.

Le résultat précédent peut aussi s’exprimer sous la forme d’un principe
variationnel de la facon suivante :

Théoréme 7.2. — Sous les hypothéses du théoréme 7.1 on a
dim E,(a) = 7,(a) = max h,

N logm veF, ()

en tout point o tel que () > 0, ot

n—oo

Fula) = {1/ € M(o) : lim —% /logm w([z]p]) dv = a}.

Le fait que I'ensemble F,(«) ait un sens est une conséquence immédiate du
corollaire 3.1.



86 JULIEN BARRAL, ATHUA FAN ET JACQUES PEYRIERE

Nous allons d’abord démontrer la validité du formalisme pour une mesure
quasi-Bernoulli, puis le résultat plus profond que constitue le théoreme 7.1;
apres quoi nous donnerons la preuve du théoreme 7.2.

Démonstration du théoréme 7.1 (Cas d’une mesure u quasi-Bernoulli). Le cal-
cul de dim E, (o) est obtenu en tout point de dérivabilité de 7, dans [40] puis
la dérivabilité de 7, est établie dans [114].

Pour ¢ € R, notons p, la mesure associée a 9? comme dans la proposi-
tion 3.1.

11 est aisé de voir que 7,(q) = —P(qlogv)/logm et qu'il existe C' > 1 tel
que

(66) CLp([w)) 26" (@ < g ([w]) < Cpl[w]) 167 @.

D’apres le lemme 6.1, cela implique la validité du formalisme en TL(q) des
que ce nombre existe. Suivons I’approche de [114] pour obtenir la dérivabilité
de 7.

Tout d’abord, on vérifie que 7, (r) = 7,(qr) — 77.(q) et que p, est quasi-
Bernoulli pour tout ¢ € R. Par conséquent, si ’on sait que TL(l) existe pour
toute mesure quasi-Bernoulli, la dérivabilité de 7, en 1 implique celle de 7,
en ¢ si g # 0. Il ne reste donc plus qu’a établir la dérivabilité en 0 et en 1.

La dérivabilité en 1 résulte du théoreme 5.16. De plus, un argument de
sous-multiplicativité permet d’établir que pour tout ¢ € R on a

|7'u,n(Q) - Tu(‘])| < |q|log,, C/n.

Comme 7,,,(0) = 7,(0), nous avons

| (T () = 7un(0)) /g — (7u(q) — 7u(0)) /g < log,, C/n

pour tout n et g # 0. Comme 7,,, est dérivable en 0, cela implique

7 (07) = T[L(OJF)

f m 7/, ,(0).

=l
n—oo K

Notons que nous n’avons pas traité le cas des exposants de Holder
extrémaux, c’est-a-dire les bornes de I'intervalle {a > 0 : 7;(«) > 0}, qui sont
respectivement égales a

T, T
Opmin = lim M, Qmax = lim M
q— 00 q q——00 q
Nous y venons, avec I'étude du cas ou le potentiel est seulement supposé

continu. [
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Démonstration du théoréme 7.1 (Cas général). Le théoréme 7.1 dans le cas
général repose sur une approche plus élaborée que la précédente et mise en
ceuvre dans [80, 96] pour I'analyse multifractale des sommes de Birkhoff d’un
potentiel vectoriel continu et celle des exposants de Lyapounov de produits
de matrices continues et strictement positives (pour le cas des mesures de
Gibbs au sens faible, on pourra aussi consulter [182] et [106] qui utilisent une
approche reposant en bonne partie sur le principe variationnel (44)). Nous en
donnons une preuve en quatre étapes. Pour w € ¥¥ . posons

a(w) = _logm’g‘([w])_

Etape 1. Considérons l'ensemble L des o > 0 tels que E,(a) # (0. Par
définition de la transformée de Legendre et & cause du formalisme multifractal,
on sait que L est inclus dans [@min, max]s O Qumin €t aupmax sont décrits comme
précédemment. En fait, on a L = [oupnin, &max], €t cet intervalle est borné.

Pour montrer que L est un intervalle, introduisons les suites

oy = wnenzl}ﬁb a(w), By = 1%%}5 a(w), A, =nay, et By, =nl,.

m

On vérifie en utilisant (7) que 'on a
Aptp > Ay + Ay —log,, yu/n, et Bpip < By, + B, +log,, 7n/n

pour tous n,p > 1. Par conséquent les suites (ap)n>1 €t (8n)n>1, qui sont
bornées (car ¢ l'est), sont convergentes. Soit
o = lim a,, O = lim (,.
n—oo n—oo

Par définition, on a L C [ar,r]. Montrons que pour tout ¢t € [ar, L],
Eu(t) #0,ie. L= ar,lL].

Soit t € [ar, BL]. Ecrivons t = Aa+(1—A)bavec A € [0, 1]. Pour n > 1 posons
ron—1 = ar, et ro, = [Br. D’apres ce qui précede, il existe une suite de mots
(wn)n>1 telle que wy, € X7, pour tout n > 1 et limy, .o |(wy,)—7y| = 0. Posons
alors pour n > 1, N,, = [An + logn| si n est impair et N,, = [(1 — A\)n + log n]
sinon. Pour n > 0 posons s, = Y ,_; kNj. Soit  le mot infini tel que pour
tout n > 1, z4,41---Ts,,, soit obtenu en concaténant N, copies du mot
Wr41. Par construction, on a z € E,(t).

Pour identifier apyi, avec ay et amax avec G, il suffit de remarquer que
I'on a

b < N p([w])? < m"b Vg >0
wexr,
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bne < N p([w])? < mMb Vg < 0.
wexn,
Cela implique que
qar —1<7,(q) <qar VYg=>0
<

qBr —1 < 71,(q) < qBr Vg <O.

Etape 2. Le spectre des grandes déviations de . Pour tout « € L, n > 1 et
€ > 0 soit

F(asn,e) ={w e T} :|a(w) —a| <€} et fayn,e) = #F(a;n,e).
On a le fait suivant :
(67) lim lim inf log f(ain, €) = lim lim sup log f(ain, €)
e—0 n—oo log m™ e—0 pooo log m™
et, si 'on note f,(a) la limite, la fonction f,, est concave et continue sur L.
Soit o € L et € > 0. Tout d’abord, il existe N > 1 tel que

(68) flasn,e)P < f(aynp,2¢) (Vn> N, Vp > 1).

Par définition de L, il existe z € E,(a) et N > 1 tels que pour tout n > N on
ait [z],] € F(a;n,€), donc F(a;n,e) # (. Quitte a choisir N plus grand, nous
pouvons supposer que log,, 7, < en pour n > N.

Pourp > 1etn > N soit (w,...,wp) € F(a;n,e)P, et w =wy -+ wp € TyL.
Grace a (7) on a

P P
Yo OO T wwe]) < ) < 78 T wwn])
k=1 k=1
et le choix des wy, implique que |a(w) — | < 2¢. On a donc bien (68) d’ou 'on

déduit
g DB SO0 o f (0, 2)
n—oo  logmm n—00 logm™
puis (67).
Montrons la concavité de f,. Soit a et 3 dans L et p et ¢ deux entiers
strictement positifs. D’apres ce qui préceéde, pour n assez grand on a

(69) flasn, e)P f(Bin, €)? < f(asnp, 2€) f(B; ng, 2€).

Mais si w € F(a;np,2¢) et w' € F(f;nq,2¢), en utilisant & nouveau (7) nous
obtenons que pour n assez grand w - w’' € F((pa + ¢B8)/(p + q@);n(p + q), 3¢),
et donc

(70) f(a;np, 2€) f(B;nq, 2€) < f(M.

,np+q,3e>.
o (p+q)
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Des propriétés (67), (69) et (70) nous déduisons que
P q po+qp
L fu(0)+ L) < £ (B,
p+qu() p+qu() g
Pour montrer la concavité et la continuité de f, sur L il ne reste plus qu’a
établir que f,, est semi-continue supérieurement.
Soit « € L, n > 0 et € > 0 tels que
. log f(a;n,e)
it = n < Ju(@) 4.
Pour g € (o —€¢/3,a0 4 €/3), il est clair que F(3;n,¢/3) C F(a;n,€) et donc
f(B;n,e/3) C f(a;n,e). Par conséquent,
l .
< liminf log f(ain, )
n—00 log m™ n—00 log m™

fu(8) < limn juf 108 £ (i €/3) < fula) + .

FEtape 3. dim E, (o) > fu(a) pour o € L. Soit § > 0. Nous allons construire
un ensemble de Cantor de type "Moran” dans I'ensemble E, () tel que
dim K > f,(a) — 9. D’apres le point précédent, nous pouvons choisir une
suite d’entiers strictement positifs /; croissant vers 'infini et une suite de réels
strictement positifs €; convergeant vers 0 telles que pour tout j > 1 on ait

Flasty,ej) > mfaUn@=0),

Définissons
Ny =1; N; =240tV (yj > 9),

J
95 =Y Nilp (Vj>1).

k=1

Posons
Go={0}, Gj= @)_ Fla;t;,e;)Ni ¢ x5 (v >1)

ol ® signifie que I'on concatene les mots. Par construction, 'ensemble

K= Ul

7120 wed;

est inclus dans E,(a). De plus, pour tout j > 0 et w € Gj, le cylindre [w]
contient exactement n;1 = f(c;j11,€j4+1)"+! cylindres de la forme [w'] avec
w' € Gj41, et le quotient des diametres de [w'] et [w] ne dépend que de j + 1

et vaut cj1 = m~Ni+14+1, Un lemme classique (voir par exemple I'exemple
4.6. de [65] ou bien [80]) donne alors

1 e
dim K > liminf og(niny n])
j—oo —log(ciea - cjpinjqr)
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Le choix de la suite N; impose a la limite inférieure précédente d’étre égale a

1 Y
lim inf 0g(n1n2 nj) ,
j—o0 — log(6102 s Cj)

qui par construction est minorée par f, (o) — 6. Donc dim E,,(«) > f, (o) — 6
pour tout § > 0.

Remarque 7.1. — On peut modifier légerement la construction de [’ensemble
de Cantor K en remplacant 6 par §; au cours des étapes de la construction
de sorte que 0; tende vers 0. Alors, on peut construire sur K une mesure
borélienne dont la dimension inférieure est supérieure ou égale a f,(c).

Etape 4. Le formalisme est valide en tout a € L. Soit o € L. On vient de
montrer que dim E,(a) > f(a). Mais on sait aussi que dim E,(a) < f(a) et
*

7:(a) = f(a) puisque f est concave sur L. [J

Démonstration du théoréme 7.2. Notons M, (o) I'ensemble des mesures de
probabilités invariantes sous ¢ dont le support est inclus dans celui de pu.
L’application L, : M,(0) — R définie par

L) = Jim ~ [ 1o, ulfal,)) dv(o)

est continue. Comme M, (o) est convexe et compact, 'image de L, est un
intervalle compact inclus dans L = [@yin, Gmax] par construction.

o Li(My(0)) = L.
Pour obtenir cette égalité, il suffit d’apres ce qui précéde de montrer que, pour
tout € > 0, il existe @ € [amin, Omin + €] €t B € [amax — €, Amax] tels que
Fula) # 0 # Fu(B). Fixons ¢ > 0. Par définition de L et de la mesure p.
donnée par la proposition 3.2, il existe z et 2’ tels que, pour tout n > 1, on
ait

1
<2 et |omax — *10gﬂs([wl‘n]) < 2e.
n

1
Qmin — E IOg ME([x’n])

Il existe donc ae € [amin — 36, min + 3] et Bz € [amax — 3€, max + 3¢] tels
que 7, (ac) et 7, (B:) soient strictement positifs. Soit v, et vg les mesures
ergodiques de type quasi-Bernoulli construites dans I’analyse multifractale du
cas quasi-Bernoulli qui sont portées par E,_(a.) et E,_(f:) respectivement.

Posons 1
o = tim - [ 1og,, u(lal,)) o)
n

n—oo

5=t~ [ 1og,, u(lal,)) dv(a).

n—
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Alors, par construction, on a & € [min, ¥min + 4€], f € [Omax — 4€, Omax| €t
Fula) # 0 # Fu(B).

o dim E, (o) > @ maX,er, () b pour a € L.
Soit o € L. Puisque I’ensemble 'ensemble F, () est compact et I'entropie une
fonction semi-continue supérieurement, le maximum max, ez, (o) hv est bien
défini. Soit 1y une mesure qui réalise le maximum (notons que nécessairement
supp(rvp) C supp(u)). Soit également une mesure invariante v de support égal

a supp(u). Pour € > 0, soit v, = (1 —¢)vg +ev et az = L,(ve). On a
lae —al < 2emax{|a|: a € L}.

Comme supp(ve) = supp(u) (et supp(p) a la structure d’un espace symbo-
lique), d’apres la proposition 3.3 il existe une suite yg(k) de mesures de Mar-

kov ergodiques qui convergent faiblement vers v, et telle que hy(k) converge

vers h,_ quand k tend vers U'infini. Soit o) = Lu(ye(k)). On a |z — agk)| <e
pour k assez grand. Comme le spectre des grandes dévations f,, est semi-
continu supérieurement (il est méme continu), pour tout n > 0, pour € assez

petit et k(e) assez grand, on a donc

dim B, () = f(a) > f(al?) —n.

De plus, la mesure U étant ergodique, on a Vg(k)(EM(aék))) = 1 d’apres le

corollaire 3.1. Donc
f(@®)) = dim E,(a®) > dim v,

Or, d’apres le théoreme de Shannon-McMillan-Breiman (théoreme 5.12), on a

(k)

dim v/ = hl/(k) /logm. En faisant tendre k vers l'infini on obtient
h 1—¢)h h
flo) > ey Qo tehy
logm logm

(ot on a utilisé la linéarité de l’entropie). En faisant tendre ¢ puis 7 vers 0
on obtient I’inégalité cherchée.

o dim E,(a) < @ max,cr, (o) b pour a € L.

Soit a € L et € > 0. Soit p. comme dans la proposition 3.2. On a
E,(a) C U ﬂ E(p,n,¢),
p>1nz>p
ol
E(p,n,e) = {@ : |o = logy, pe([x]n]) /0] < 2¢}.
Or dim E(p,n,e) < MAax|g_qo|<2e Ty, (8), et nous savons d’apres la preuve du
théoreme 7.1 dans le cas quasi-Bernoulli que ce max est égal a la dimension
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d’une mesure ergodique v, ou encore a h,_/logm, cette mesure étant portée
par supp(u) et telle que v.(E, (f)) = 1 pour un certain 3 € [a — 2¢, o + 2¢].
Avec les notations du paragraphe précédent, on a donc L, _(v:) = [ et par
construction |L,(vz) — Ly, (ve)| < € donc |L,(v.) — af < 3e.
Il s’ensuit que, pour tout € > 0, on a
dim E, (o) < sup hy/logm.
VEM(0):|Lyu(v)—a|<3e

Comme {v € M(0) : |L,(v)—a| < 3¢} est compact et 'entropie semi-continue
supérieurement, le sup précédent est atteint en une mesure m.. Alors, toute
valeur d’adhérence faible mgo de la suite (mj/)r>1 est dans F,(a) et par
construction dim E,(a) < hy,/logm. O

7.2. Principe variationnel et raffinement. — Le principe variationnel
(théoreme 7.2) peut s’énoncer pour les moyennes de Birkhoff et se généraliser
pour une grande classe de systéemes dynamiques. Ce principe variationnel peut
également étre raffiné.

Soit X un espace métrique compact et T : X — X une application conti-
nue. Nous nous sommes intéressés au systéeme dynamique topologique (X, T)).
Soit B un espace de Banach réel et B* son espace dual, leur dualité étant
notée (-,-). Nous considérons B* comme un espace localement convexe muni
de sa topologie #-faible o(B*,B). Pour toute fonction continue ® : X — B*,
considérons ses moyennes de Birkhoff

n—1
And(z) = %Z@(zj) (n>1).
n=0

Nous voudrions étudier le comportement asymptotique de A, ®(z) sous la
topologie o(B*, B) pour différents points x € X.
Fixons un sous-ensemble F C B. Pour une suite {¢,} C B* et un point

E
& € B*, nous désignons par limsup,, ., &, < & le fait

limsup(&o,w) < (Gw), V€ E.

n—oo
La signification de limsup,, . &n 2 ¢ est évidente. Il est aussi clair que

B
limsup,,_, & < €, ou de facon équivalente lim sup,,_, . &n 2 ¢ signifie que &,
converge vers & pour la topologie o(B*,B).
Soit a € B* et £ C B. Notre objet d’étude est ’ensemble

E
Xo(o; E) = {x € X :limsup A4, ®(x) < 04} .

n—oo
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L’ensemble X¢(c;B) sera simplement noté par Xg(«). C'est ’ensemble des
points z € X tels que lim,,_,o, A, ®(z) = a pour la topologie o(B*,B). Si E
est le cone convexe engendré par E , alors Xo(o, E) = Xo(a, E). Pour cette
raison, nous pouvons toujours supposer que E est un cone convexe. Observons
que si F est symétrique (i.e. F = —F), nous avons

Xo(a, E) = {x € X: lim A,9(z) £ a}.
n—oo
Nous définissons le spectre d’entropie par la fonction
£5 () = hwop(Xa (s E))

ol hiop(A) désigne I'entropie topologique d'un ensemble A C X au sens de
Bowen ([37], voir aussi [38]). Sur X7, on a hyop(A) = dim A - logm. La des-
cription du spectre d’entropie fait intervenir les sous-ensembles de mesures
invariantes

E
M@(Q;E): {/’LEMiHV: (I)dlu'ga}
olt My est I'ensemble des probabilités T-invariantes, [ ®du est une intégrale

E
a valeurs vectorielles au sens de Pettis et 'inégalité ” <” signifie
/(‘I),w>du < {a,w) pour tout w € E.

On dit qu’un systéme dynamique (X, T") possede la propriété de spécification
si pour tout € > 0 il existe un entier m(e) > 1 ayant la propriété que pour tout
entier kK > 2, tous points z1,...,r; dans X et tous entiers

a1 <bp <as <by<---<ap<b
vérifiant a; — bi—1 > m(e)(V2 < i < k), il existe un point y € X tel que
d(T* "y, T"x;) < e V0<n<b—a; V1I<i<k).
La spécification a été introduite par Bowen ([37]). Pour la classe des systémes

dynamiques ayant la propriété de spécification, nous avons le principe varia-
tionnel suivant.

Théoréme 7.3 ([87]). — Supposons que (X,T) est un systéme ayant la pro-
priété de spécification. Alors

(a) SiMgo(a;E) =10, on a Xo(a, E) = 0.

(b) Si Ma(a; E) # 0, on a

(71) hiop (X (a; E)) = sup .
pEMe (;E)
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Lorsque B est un espace euclidien de dimension finie R? et E = R, le
principe variationnel (71) a été prouvé pour différents systemes [80, 81, 105,
214]. Il y a d’autres travaux liés a ce sujet [27, 28, 181, 182, 193, 216].

Mais il faut signaler qu’il y a des systemes, comme le systeme de Gauss des
fractions continues, pour lesquels le principe variationnel n’est plus valable
sous la méme forme [88].

Revenons sur .5 sur lequel on a dim A = @htopA pour tout A C S},
Soit @ : ¥ — R une fonction holdérienne. Pour « € R, a € Ret 0 < 8 < 1,
considérons

Xo(asa, ) = {:E eXl: 8, ®(z) —na~ anﬁ}

ol uy, ~ vy, signifie u, /v, — 1 et, par convention, le cas a = 0 ou # = 0 signifie
que S, ®(x) — na est bornée.

Théoréme 7.4 ([89]). — Supposons que ® : X — R est une fonction
Holdérienne. Soit « € R, a € R et 0 < 8 < 1. Pour toute mesure de Gibbs jiy,
associée & un potentiel holdérien ¢ telle que [ Pduy = o, on a

(72) dim Xo (o a, 3) > dim puyp

Par conséquent, on a la formule
(73) dim Xg(a;a, ) = max {diml/ : v ergodique /<I>d1/ = a} :

Observons que les Xg(a;a, 3) avec différents choix de (a, 3) constituent un
ensemble non-dénombrable de morceaux de X4 (), qui ont la méme dimension
que Xg(a).

Ce raffinement du principe variationnel permet d’effectuer une étude fine

des fonctions de Weierstrafl
oo

We(x) = Z 27 sin 2"x
n=1
(0 < 7<1),y compris la fonction de Hardy correspondant a 7 = 1 [89]. Les
points z tels que S, ®(x) — na soient borné sont liés a la non-dérivabilité en
géométrie du triangle [52].

7.3. Produits de Bernoulli de matrices positives. — Les résultats de
la section 7.1 s’appliquent en particulier aux mesures associées comme dans la
section 3.4.1 a des produits de Birkhoff de matrices strictement positives. Ils ne
couvrent donc pas le cas de matrices seulement positives. Pourtant, ’exemple
de produit de Bernoulli de matrices positives est important dans I’étude des
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mesures auto-similaires (voir par exemple la section 3.5.2 et [102, 95, 217,
218, 100)).
Supposons données m matrices positives My, ..., My,_1. Pour w € ¥}, on
note
Py = My, ... My,

On a le résultat suivant.

Théoréme 7.5 ([102, 100]). — Supposons qu’il existe un entier r > 1 tel
que S h_y(Mo+- My—1)" >0, i.e. 31" M; est irréductible. Alors (avec la
convention 09 =0)
1
P(q) = ngglonlogw;% 1P
existe pour tout ¢ € R. De plus, il existe une mesure ergodique p telle que

p([w]) ~ || Pullexp(=|w|P(1)), VvV w e X7,

et dim Ey(a) = 7;(a) en tout point a tel que 7;(a) > 0. Enfin, 7,(q) =

(qP(1) — P(q))/logm et 7, est dérivable sur RY .

Nous allons simplement indiquer le schéma des preuves de 'existence de u,
de la dérivabilité de 7, en ¢ > 0 et enfin du fait que dim E,(a) = 7;(c) si
a = 7,(q) pour ¢ > 0 (ces résultats sont établis dans [102]; on consultera
aussi avec bénéfice [217]). Le calcul de dim E,,(«) pour les autres a se ferait

en raffinant ’approche développée dans la preuve du théoreme 7.1 (voir [100]).

Dans toute la suite, étant données deux familles de fonctions positives
{u;}ier et {v;}ier, on écrira u; ~ v; pour dire qu'il existe une constance C' > 0
telle que C~tu; < v; < Cu; pour tout i € 1.

Pour tout ¢ > 0, posons s,(q) = > e |[Pwl/? On montre que comme
dans le cas ou les matrices seraient strictemgnt positives,

D Pl = [Pullsp(@), ¥V np>1, we sy,
vED,
et donc
Sntp(q) = sn(q)sp(q), Vn,p=1
(on notera que contrairement au cas de matrices strictement positives, en

général on n’a pas ||Py.|| = [|[Pyl|||Py]|). Par conséquent, il existe un unique
nombre P(q) tel que

> IPu]l ~ exp(nP(g)).

wexn,
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Pour n > 1, soit ji4,, la mesure obtenue en répartissant uniformément la masse
|| Py||?/sn(q) sur chaque [w]. Soit v une valeur d’adhérence de cette suite. On
montre qu'il existe C' > 0 tel que, pour tout w et v dans ¥* et ¢ > |w/|, on ait

(74) Y va(wl o™ EP () = Oy ([w])vg(v])
k=1
(75) vg(lw-vl) < Cuy([w])vg([v])-

Toute valeur d’adhérence p, de N -1 ij:o Vg © o~ F est invariante et satisfait
encore (74) et (75), avec une autre constante C. De plus, on peut déduire
de (74) que pq est ergodique. Comme par construction de v, il existe une
constante C telle que 'on ait

(76) pg([w]) = || Pow|* exp(=|w|P(q)),

I'ergodicité de pg, impose que p, soit la seule mesure ergodique satisfaisant
(76).
On prend donc g = p1. On déduit de (76) que

(77) pq([w]) ~ pu([w]) Tl (@)

L’inégalité (75) satisfaite par p4 et le théoreme ergodique sous-multiplicatif

log p1q([2|n])
—nlogm
conséquent, d’apres le théoreme 5.16, 7,, (1) existe. Or (77) implique 7, (r) =

Tu(qr) — r7u(q) pour tous g, 7 > 0, et on obtient la dérivabilité de 7, en tout
q > 0 comme dans le cas ou u est quasi-Bernoulli.
Enfin, Dinégalité ,([w]) < Cp([w])9m[*I7:(@) donne la validité du forma-

de Kingman impliquent que lim,,_ existe pg-presque partout. Par

lisme multifractal en o = P’(q) si ¢ > 0.

7.4. Mesures quasi-Bernoulli sur 1’espace symbolique auto-affine.
— Nous examinons maintenant la situation dans laquelle ’espace sympolique
est muni d’une métrique adaptée au codage d’un tapis de Sierpinski auto-affine
par cet espace, et donc a ’étude des projections de mesures de Gibbs sur ces
tapis qui seront définis dans la section 7.5.3. L’étude est plus délicate que dans
la section précédente qui correspond au cas auto-similaire. Nous ne traiterons
que le cas des mesures quasi-Bernoulli. Le cas des mesures presque multipli-
catives générales est beaucoup plus difficile et traité dans [12]; il repose sur
I'introduction d’un formalisme thermodynamique a poids.
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On se donne deux entiers my et ms supérieurs ou égaux a 2, et on identifie

3 m, €t Xk x XF . On suppose m; < my et on pose

log my
s —

~ logms’
Chaque ensemble X}, i € {1,2}, est muni de la distance

—|zAZ|

di(z,7) = m, ,

et le produit 3§, x 3 est muni de la distance produit

d((l‘? y)a (:E/a y,)) = max (dl (l’, ZL',), d2(y, y/))

Pour tout n > 1, soit F,, 'ensemble des boules de rayon m;™ dans (X X
b ,d). Soit g(n) le plus petit entier p tel que m; ¥ < m;". On a

mo?
(78) fn = {[w1 . al] X [wg] : (wl,al,wg) € Enml X E%?)fn X 2%2} .

SizeX) xXf etn>0,on note By(z) I'unique élément de F, conte-
nant z. On a B, (z) = B(z,my").
On se donne une mesure g non nulle de type quasi-Bernoulli sur Xf, x 3f .

Pour ¢ € R on définit sur les cylindres de ¥}, Iapplication

Lig(fwi)) = Y sllwi] x [wa]))?,

w
wzézlr@ll

et on vérifie aisément qu’elle satisfait elle-méme une propriété de type quasi-
Bernoulli. Ceci permet de définir

1

Bulq) = _logm . P(q(l —s)log I, 1+ slog Iu,q)~
Notons 7] la projection de o sur 2;1, et définissons pour g € R
~ .1
Fula) = = lim S log,,, S0 (] x [wa])”

(wl,wz)EEﬁnl XE%Q
Alors, on a pour tout ¢ € R
(79) 7u(@) = Tu(@) + (1 = 8)Try(0);
et il résulte d’une inégalité de convexité (voir [16]), que

Bulq) = 7u(a),
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I'inégalité étant stricte en dehors du point 1 en général si m; < mo, tandis que
si m1 = ma, on a clairement 3,(¢) = 7,(q). On peut aussi montrer simplement
en utilisant les définitions que I'on a
B, =1,

(on peut aussi consulter [186] qui traite le cas des mesures produits de Ber-
noulli). De plus, la fonction 7, est la somme de deux fonctions de partitions
7 (voir (79)) associées a des mesures quasi-Bernoulli, donc elle est dérivable
d’apres le théoreme 7.1.

Le résultat suivant (exception faite de I’étude du spectre multifractal aux
bornes de son support) est prouvé dans [149, 186] pour les mesures produits
de Bernoulli et dans [16, 17] pour une mesure quasi-Bernoulli en général.
Sa preuve combine les techniques introduites dans [171] pour le calcul de la
dimension de Hausdorff des tapis de Sierpinski auto-affines et certains éléments
de I'analyse multifractale dans le cas auto-similaire. Il est aussi important de
souligner que pour étudier le cas d’une mesure de Gibbs associée a un potentiel
holdérien général, on doit introduire des mesures auxiliaires de type quasi-
Bernoulli construites en suivant le modele général décrit dans la section 3.4.2,
et qui ne sont donc plus a priori des mesures de Gibbs, alors que dans le cas
des mesures produits de Bernoulli, ces mesures auxiliaires sont encore de ce
type. Ces mesures quasi-Bernoulli représentent des états d’équilibre dans le
formalisme thermodynamique a poids étudié dans [12].

Théoréme 7.6. — Soit ;1 une mesure quasi-Bernoulli sur ¥,,, X X,,. Alors
(1) by = B, et b, est dérivable ;
(2) dim supp(p) = —B,(0) ;
(3) dim Ej(a) = bj,(a) pour tout o > 0 tel que b}, (c) > 0.

Notons que le résultat dim supp(p) = —3,(0) correspond au calcul fait
dans [171] de la dimension de Hausdorff du tapis de Sierpinski naturellement
codé par le support de p (cf. section 7.5.3).

On s’intéresse aussi naturellement au spectre multifractal associé au com-
portement de la mesure u sur les cylindres, qui rappelons-le ne sont plus ici les
boules quand m; < meo. On regarde donc, comme dans le cas auto-similaire,
les ensembles

E, (o) = {(37,3/) € supp(p) ¢ lim 108 m, {[2ln] X [yln) = a}, (a>0).

n—oo —n
Soit s¢((z,y),my") = log pu([z]n] X [y]»]). Pour ¢ € R définissons
Bilq) = _P(S 10gm1 IM,Q)‘
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On a un énoncé identique au précédent.

Théoréme 7.7. — [17] Soit u une mesure quasi-Bernoulli sur ¥,,, X Xp,,.
Alors

(1) b,, = B, et b,, est dérivable ;

(2) dim E,.(a) = bi(«) pour tout a > 0 tel que bi,(a)) > 0.

Démonstration des théorémes 7.6 et 7.7.

o Mesures auziliaires. Nous adoptons la convention 09 = 0 pour tout ¢ € R.
Alors, pour ¢ € R, n > 1 et (w1, wg) € X7 x X' soit

mi m2

{@@m=ﬁmwmmeMMme
Oy (f]) = i L [e])?

puis

q

wn] ¢ ) = 0y 2L L)
. 5o (] x w))e
Pq([wi] X [wa]) = Oq([w:]) T ()
Les fonctions 14 et 1Zq sont par construction presque multiplicatives, de pres-
sion topologique nulle et respectivement fortement équivalentes aux restric-
tions & Cy,, X Cpy, de deux mesures ergodiques quasi-Bernoulli p, et 1, de
méme support que p.

On a les propriétés fondamentales suivantes qu’il convient de comparer
avec (66) dans le cas auto-similaire.

Soit ¢ € R. Pour tout (z,y) € supp(u) et n > 1, soit

Ll 1
@ =@y T L

Proposition 7.1. — [17] On a

1. :U’Q(Bn(x,y)) ~ Up () @ " e
p(Bu(a, ) my @ g (@)° (@,y) € supp(p), n =
’ S - un)(x) (z,y) € supp(¢)), n > 1

i) % [ya]) 7@ gy (@)

o Dérivabilité de B, et 3,. On a fait observer au début de cette section que
By = 1, et 7, est dérivable. Comme les fonctions 3, et 7, sont concaves et que
par construction 3,(1) = 7,(1) = 0, il s’ensuit que 3},(1) existe et est égal a
7,(1).

Le lecteur patient peut alors vérifier la proposition suivante.
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Proposition 7.2. — [17] Pour tout (¢,7) € R? on a :

1. /Bﬂq (r) = ,BH(QT) - Tﬁu(Q)-
2. ﬁﬁq (r) = Balqr) — rB:x(q)-

Alors, on conclut comme pour la dérivabilité de 7, dans le cas auto-similaire.

o 3, <b, et B, <.
Nous utilisons les notations de la proposition 7.1. Pour tout (z,y) € supp(u),
par construction on sait qu’il existe 0 < a < b < 0o tels que l'on ait

a<up(x)"<b (vn>1).
Etant donnée la définition de g(n), il s’ensuit nécessairement que
lim sup (un () /ug(n) (z)5)Y" > 1.
n—oo

De méme pour
lim sup (@ (2) /gy (2)*)/™ > 1.

n—oo
La proposition 7.1 et les définitions de b, et b, impliquent alors le résultat.
Comme dim supp(p) < —b,(0), on a également la borne supérieure souhaitée
pour dim supp(u).

o dim B,(8,(0) > BL(BL(0) et dim En(f(a) > FL(0(q) pour tout
q € R.
En appliquant le théoreme ergodique de Kingman [150] & la suite logu,(z),
on obtient

. ( tiq(Bn(z,y))
_ p q nﬁu (q
n—0o0 1% (Bn (-T’ y)) mo

et un résultat analogue pour s. Le résultat provient alors d’un argument sem-

1/n
)) < 1 pour pg-presque tout (z,y)

blable & celui conduisant au lemme 6.1. La borne inférieure pour dim supp(u)
est fournie par 'inégalité

dim E,(8,(0)) > B5(8,(0)) = ~B,(0).

Les deux points précédents combinés aux inégalités dim Ey(a) < by (a)
et dim E,.(a) < b%(«), valables pour tout « (proposition 6.2), donnent les
égalités b, = B, et b, = [3,. ainsi que les dimensions des ensembles E,(«a) et
E,.(a) pour a de la forme 3),(q) et 37,(q) respectivement.

Il reste le cas des exposants extrémaux. La preuve étant assez longue et
fastidieuse, nous donnons juste une idée de la facon de procéder dans le cas
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de l'analyse multifractale de u, le cas de s se traitant de facon similaire.
Examinons par exemple

. /
Qin = lim ﬁy(Q)'
q—00
Il suffit de construire une mesure po chargeant E,(a) et de dimension
inférieure au moins égale a

B (amin) = lim 35 (8,,(q)) = B,(¢)q — Bu(q)-

= lim

On peut tenter la construction d’un ensemble de Cantor de type Moran
comme dans le cas auto-similaire, mais cette idée n’aboutit pas. Plutot que
de concaténer des mots, I'idée consiste a concaténer des mesures de type fig,
pour une suite (g, )n,>1 tendant vers I'infini. Etant données une telle suite et
une suite d’entiers (p,)n>1, on note v, la restriction de g, & Chn x Chr,. On
considere alors sur ¥,,, X ¥X,,, la mesure pio = ®;2,v,. On peut choisir la
suite (pn)n>1 pour que la mesure ainsi obtenue convienne (voir [12]). O

7.5. Réalisations géométriques.—

7.5.1. Projections canoniques des mesures presque multiplicatives sur des
grilles réguliéres de l'intervalle [0,1]. — Une mesure presque multiplicative
p sur X se projette naturellement sur la grille m-adique de [0, 1], ou sur la
grille m-adique de [0,1]¢ si m = m?. On montre alors dans [9, 106] que le
formalisme multifractal associé aux boules centrées est également valable pour
la mesure projetée v en tout « tel que 7;(ar) > 0. Cela tient essentiellement au
fait suivant. Si a > 0 est tel que T;(Oz) > 0, on peut construire la mesure p,
évoquée plus haut de sorte que pour p,-presque tout x, pour n grand, la
vo-mesure de I, (m(x)) (Uintervalle m-adique de génération n contenant x) est
comparable & celle de ses intervalles m-adiques voisins de méme génération, de
sorte que la mesure de v(B(m(x),m™™)) se comporte elle aussi comme m =",
Revenons sur l'exemple de la (2, 3)-convolution de Bernoulli définie dans la

section 3.5.2.

Théoréme 7.8. — Soit v la (2,3)-convolution de Bernoulli. Alors

(1) dim E, () = 7,5 («) pour tout o tel que 7,5(a) >0 ;

(2) T4 est dérivable sur R et il existe q. < 0 tel que 7,(q) = qlogy 3 pour
tout q < q. et 7, n’est pas dérivable en q..
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1+v5
2 b

Le cas de la convolution de Bernoulli v associée au nombre d’or § =
c’est a dire de la mesure obtenue comme loi de la variable aléatoire

ﬁglzfnﬁ_n

n>0

ou les ¢, sont i.i.d. et prennent les valeurs 0 et 1 avec équiprobabilité, est
également traité dans [106] en montrant une relation de type (24) avec la
projetée naturelle, cette fois sur une grille distordue, d’une mesure de Gibbs
au sens faible sur 3. La fonction 75 elle aussi se linéarise au voisinage de
—oo et n’est pas dérivable au point critique ot elle devient linéaire [106]. Ceci
montre que les mesures v et U ne peuvent étre de type quasi-Bernoulli pour
aucun codage par un espace symbolique sur un alphabet fini. Une étude a
été entreprise dans [93] pour 'absolue continuité de la loi de probabilité de
la série géométrique ci-dessus lorsque (€,) est une chaine de Markov au lieu
d’une suite de Bernoulli.

Une étude systématique des propriétés multifractales des convolutions de
Bernoulli associées aux nombres de Pisot racines des polynémes de la forme
k_gh=l ... 1 (k> 2) est faite dans [98], ot I'on trouve une discussion
complete des propriétés de dérivabilité de la fonction 7 pour ces mesures. En
particulier, le L%-spectre est C*° quand k > 3.

La partie du théoréme 7.8 portant sur la validité du formalisme multifractal

T

est une conséquence du théoreme 7.1 et de la propriété vue a la section 3.5.2
que v est liée par la relation (24) a la projection sur la grille dyadique d’une
mesure de Gibbs au sens faible sur Ys. Le fait que la fonction 7, soit dérivable
sur R* provient de (24) et du théoreme 7.5. Le fait que 7, soit non dérivable
au point ou elle se linéarise se montre en utilisant la méme méthode que pour
prouver la propriété analogue pour la convolution de Bernoulli associée au
nombre d’or (voir [106]).

Nous établissons le fait que 7, est linéaire au voisinage de —oco. On a clai-
rement 7, = 7, ou u est la mesure invariante introduite dans la section 3.5.2.
On a vu a la fin de la section 3.5.2 que p est une mesure de Gibbs au sens
faible associée au potentiel ¢ et que P(¢) = 0. Donc 7,(q) = —P(q¢)/log2
pour tout g € R.

Appliquons le principe variationnel (44) a g¢ et a la mesure invariante dg.
On a P(q¢) > q¢(0) + hs, = —qlog 3, donc 7,(q) < qlog3/log2.

Il reste a prouver que 7,(q) > qlog3/log2 au voisinage de —oo.
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Avec les notations de la section 3.5.2, pour tout n > 1 et ¢ <0 on a

Yo uw))t = 27937 Y (VR V)

wenF weRy

= 27937 .2 Zn: Yo (VQa - Qu V)

k=1a1++ar=n,a; >0

21,(13,”(1% Z (tVQal"'QakV)q-

k=1ai,...,ap,>0

IN

On montre par récurrence sur k ([106], Lemma 2.6) que

az“‘ﬂ >

tVQal ' Qakv > H <

avec 3 = (1 + +/5)/2. Par conséquent,

oy > (%)

(]
=
g
A

wEZ%’ k=1a1,...,ap>01i=1
k
2\ ¢
1—qo— n+ 3
< syt (3 ()
n=1

~ a\ k
Soit ¢ = sup{ S orey (Zn 1 (”Ef) ) < oo}. Par définition de 7, si
q < qo, on a 7,(q) > qlog3/log2 si ¢ < q. De plus, comme 7, est continue et
7,(0) = —1, on a ¢ < sup{q : 7,(q) = ¢qlog3/log2} < 0.

7.5.2. Mesure de Gibbs sur le cookie-cutter et son inverse. — Nous revenons
a 'exemple de mesure de Gibbs sur un répulseur conforme K introduit dans
la section 3.5.1. L’analyse multifractale de la mesure i, est faite dans [203].
Nous supposerons sans perte de généralité que P(po 1) = 0.

Théoréme 7.9. — Pour tout q € R, 7,,(q) est l'unique réel t tel que la
pression topologique de qp+tlog |T’| soit nulle. La fonction Tu, €st analytique,

et le formalisme multifractal est valide en tout point ot T;W est positive.

I1 est naturel de considérer la mesure discrete v, obtenue comme l'inverse
de p, par la formule

vp([0,2]) = sup{t € [0,1] : ([0, t]) < x}.
Du fait du caractere purement discontinu de v,, son analyse multifractale
nécessite I'introduction de résultats dits d’ubiquité hétérogene, dans les détails
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desquels nous ne rentrerons pas. Le lecteur intéressé pourra consulter [20], [21]
et [22]. Nous donnons juste le résultat obtenu dans [23] pour v,,.
On considere dans 1’énoncé suivant les ensembles

.. logu,(B(t,r)
E,, () = {t €0,1]: hggglfﬁT _ a}_

Théoréme 7.10. — Pour tout g € R, on a 7,,(q) = min (—lepl(—q), 0). En
particulier, on a 7,,(q) = 0 si et seulement si ¢ > dim K. On a dim E, () =

7, (@) siT, (a) >0 et B, (a) =0 sinon.

7.5.8. Mesures de Gibbs sur les tapis de Sierpinski auto-affines. — Avec les
notations de la section 7.5.3, étant donnée une partie S de {0,...,m; —
1} x {0,...,mg — 1} de cardinal au moins 2 pour éviter les cas triviaux,
le tapis de Sierpinski associé & S dans [0,1]? est Pattracteur K associé a
S = {(z,y) — (z/myiz + s1/m1,x/mg + s2/ma) : (s1,s82) € S} comme dans
la section 3.5.1. Etant donnée une mesure presque multiplicative u de sup-
port (,,>00 "([S]) dans X,,, x X,,, se pose la question de la validité du
théoréme 7.6 pour la mesure 11 obtenue comme l'image sur K d’une mesure
quasi-Bernoulli p de support (),~q0 " ([S]) dans X,,, x 3., par 'applica-
tion mg. Jusqu'ici, on controle finement le comportement local de u sur cer-
taines boules de I'espace symbolique analysé par les mesures 1, ; ces boules
se projettent dans le plan sur des "presque” carrés dont on controle bien
le comportement de la pf-masse. L’extension & g du théoréeme est possible
si 'on est capable de contréler aussi la ji-masse des huit voisins de méme
génération d’'un tel presque carré. Pour pouvoir le faire, on ne peut jus-
qu’ici pas se passer de faire des hypotheses supplémentaires. Nous définissons

S1 = {s1: (s1,s2) € S}, So = {s2 : (s1,52) € S} et introduisons trois pro-
priétés, (P1), (P2) et (P3).

(P1) |s1 — s}| > 2 pour toute paire {si, s} } d’éléments distincts de S;.

(P2) {0,m1 — 1} 1 ({0,...,m1 — 1}\ S1) £ 0.

(P3) {0,m; — 1} C Sy et pour tout ¢ > 0,

o1 ny e L n
7}1_{26 n log I,,,4([0"]) = 7}1_{1010 n log I,,q([(r1 — 1)"]),

ou pour j € {0,m; — 1} et n > 1, j est le mot de longueur n dont toutes les
lettres sont égales a j.

Le résultat suivant est obtenu dans [16, 17]. Il fait suite a une version plus

faible obtenue dans [149] et [186] quand p est une mesure de Bernoulli et sous
I’hypothese de séparation géométrique tres forte que non seulement (P1) est
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satisfaite, mais que si s; € 51, alors on a nécessairement |sg — sh| > 2 si (s1, $2)
et (s1,s5) sont dans S et distincts. Cette hypothese élimine complétement la
discussion sur le controle des presque carrés voisins évoquée plus haut. En fait
il suffit de supposer (P1) vérifiée pour éliminer cette discussion.

La propriété (P2) assure qu’une des bandes [0,1/m1]x[0, 1] et [1—1/mq, 1] x
[0, 1] ne rencontre pas le support de pi et (P3) assure que, si les deux bandes
rencontrent ce support, il doit y avoir de la périodicité dans la distribution
de ji. Par exemple quand i est une mesure de Bernoulli associée a un vecteur
de probabilité (ps)ses, alors (P3) a lieu si on a p( s,) = P(m,—1,s,) POUr tout
s € S de la forme (0, s2).

Théoréme 7.11. — Sous les hypotheéses faites ci-dessus, on a

(1) dim Ej(a) > By () pour tout o € Ry tel que Bj(a) > 0;

(2) dim Eg(a) < B5(a) sia > 3,(0), et Ez(a) =0 si (o) <0;

(3) Supposons que l'une des propriétés (P1), (P2) ou (P3) soit satisfaite.
On a dim Eg(a) < B(a) si 0 < a < (,(0), et Ez(a) =0 si B;(a) < 0. De
plus, by = B,.

Le lecteur trouvera des résultats supplémentaires sur I’analyse multifractale
sur des attracteurs d’IFS auto-affines dans [64, 129]. Fixons N > 2 applica-
tions linéaires contractantes inversibles de R% A;,..., Ay et considérons les
attracteurs K (t1,...,ty) de tous les IFS de la forme S(t¢1,...,tn) = {t; + A; :
1 <i < N} avec t; € R% Dans [64], on calcule pour 1 < ¢ < 2 le LI-
spectre de la projection d’une mesure de Gibbs définie sur Zj\rf sur presque
tout les K(t1,...,tx) au sens de la mesure de Lebesgue Nd-dimensionnelle.
Dans [129], on fait pour presque tout les K(t1,...,ty) l'analyse multifrac-
tale du comportement asymptotique des moyennes de Birkhoff d’un potentiel
Holdérien sur E} projetées sur K(t1,...,tn). Ces résultats, tres fortement
basées sur [61], sont qualitativement assez différents de ceux obtenus ici.

7.5.4. Résultats généraux pour les mesures auto-similaires et auto-
conformes. —

Mesures auto-similaires; (OSC), type fini, et séparation faible. —
L’analyse multifractale des mesures auto-similaires (voir la section 3.5.1 pour
leur définition) a fait 'objet de nombreux travaux. Lorsque la condition (OSC)
est satisfaite par le systeme de fonctions itérées, un résultat général a été ob-
tenu dans [1]. En I'absence de la condition (OSC), un résultat général a d’abord
été obtenu dans [96] en dimension 1 lorsque le systeme de fonctions itérées
satisfait la condition de type fini (voir section 3.5.2). Puis, ce résultat a été
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étendu en toute dimension aux systemes satisfaisant une propriété plus faible
encore, dite de séparation faible et introduite dans [153], que nous présentons
maintenant :

Le systeme S = {Sp,...Sy_1} est dit satisfaire la propriété de séparation
faible (WSC) si

= sup L(U(z,71)) < oo,
z€R 0<r<1

ou U(z,r) est la boule euclidienne ouverte de centre x et de rayon r et

U (w,7)) = #{u € Sy 18ull <7 < (1S, ]l et Su(K) NU(z,7) # 0}

[ul—1

Autrement dit, il existe un nombre entier m tel que pour toute boule U (x, 1)
non réduite a son centre et de rayon inférieur a 1, le nombre de copies de K
de la forme S, (K) et de diametre comparable a diam K est majoré par m.

Nous regroupons les résultats que nous venons d’évoquer dans les énoncés
suivants, ou la mesure v considérée est celle définie par (21). Notons
[@min, Omax] U'intervalle {a : 7.5 () > 0}. Nous dirons qu’une mesure borélienne
positive p satisfait le formalisme multifractal si dim Ej,(«) = 7;(a) pour tout
@ € [Omin, Omax)-

Théoréme 7.12 ([1, 190]). — Supposons que S satisfasse la condition
(0SC). Alors, la mesure v satisfait le formalisme multifractal. De plus, la
fonction 1,(q) est analytique et c’est 'unique solution de l’équation :

N-1
S pfISkl T = 1.
k=0

En fait, le cas @ € {umin, @max} n'est pas traité dans [1].

Théoréme 7.13 ([95, 100]). — Supposons que d =1 et que S satisfasse la
condition de type fini. Alors, il existe une famille au plus dénombrable d’in-
tervalles fermés I; dont les intérieurs sont disjoints, tels que v(UJ; I;) = 1,
et pour tout j la mesure v|y, satisfait le formalisme multifractal. De plus, la
fonction Ty, Ne dépend pas de j, et est égale a 1, sur Ry. Par conséquent,
(07)]. Enfin, la fonction

on a aussi dim E,(a) = 7.5 («) pour tout o € [Qmin, T,

7, est dérivable sur RY. .

Les exemples de la (2,3)-convolution de Bernoulli et de la convolution
de Bernoulli associée au nombre d’or considérés plus haut montrent que le
formalisme multifractal peut étre pleinement satisfait par des mesures auto-
similaires associées a des IF'S satisfaisant la condition de type fini.
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Le résultat sur la dérivabilité de 7, sur R% et la validité du formalisme
(associé aux boites m-adiques) en o = 7,,(¢q) pour ¢ > 0 sont également établis
pour une classe spéciale de mesures auto-similaires satisfaisant la propriété de
type finie dans [217].

Le fait que ’on ne sache pas conclure en général pour la mesure v quand « €
(7/,(07), tmax] est dans la nature des choses comme le montrent des exemples
étudiés dans [155, 104, 210, 217, 218|. Par exemple, si p désigne la mesure
uniforme sur l’ensemble de Cantor, alors v = p * p % pu satisfait (21) avec
N =4, Sg(z) = %(a: +2k) pour 0 < k <3, et p=(1/8,3/8,3/8,1/8), et le
spectre multifractal de v n’est pas strictement concave a droite de 7,,(07). Il
est constitué d’une partie strictement concave et d’un point isolé.

Dans [218], on propose un procédé de construction de mesures auto-
similaires satisfaisant la propriété de type finie et ayant un nombre fini
arbitrairement grand de points ¢ < 0 en lesquels 7, est non dérivable, et
donnant lieu a autant d’intervalles sur lesquels le formalisme multifractal est
violé. Voici comment procéder. Soit £ un nombre entier positif impair. Soit
p = (po, - ,p3r—1) un vecteur de probabilité tel que p; > 0 pour tout i et
Pi = Pit2¢ +p2e—1— pour 0 <7 </ —1.

On considere le systeme S constitué de 3¢ applications de R dans R

z+1 g —r+i1+1
—, Sjpyir— ————
20 y 5420 2/
30—1

e . SR . o -1 .
et la mesure autosimilaire associée & S et p : v = > 7 pjv oS, . Soit

7i(q) = —logy (Zle 2p§) et m(q) = —logy (Z?ﬁm P?) (¢ € R). On a
alors [218]

iz (0<i<20—1,0<j<l—1)

7, = min(7y, 72) et Vo > 0, dim E, (o) = max(7{ («), 75 (a)).

Il y a donc autant d’intervalles sur lesquels le formalisme est violé que de
points ¢ < 0 en lesquels les graphes de 7 et 73 se croisent (il est clair que par
construction de tels croisements n’ont lieu que sur R* ).

Venons-en au résultat plus général établit dans [103] sous la condition plus
faible (WSC) introduite au début de cette section. En effet cette condition est
impliquée par la condition de type finie [180].

Théoréme 7.14 ([103]). — Supposons que S satisfasse la condition (WSC).
Soit Uy une boule ouverte telle que £(Uy) = £. Alors la mesure vy, satis-

fait le formalisme multifractal. De plus, E,, . () # () si et seulement si a €

YIug
[Qmin, Qmax]. Aussi, on a oy, = Tv SUT R4, et donc dim E, (o) = 75 () pour

tout o € [aminu 7'1/,(0_)}'
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Le méme résultat est vrai si Uy est remplacée par une boule de la forme
Su(Uo) telle que £(Su(Uo)) =L, et on a Tyg o) = Ty, -

Soit U = {U(x,r) : L(U(x,7)) = £}. Si dim (K \ Uy U) = 0, alors, on a
dim E,(a) = T;\UO (o) pour tout & € [Omin, Omax]-

La validité du formalisme multifractal en tout point a de la forme 7)(q)
pour ¢ > 0 avait été obtenue dans [153]. Il s’avere que ce résultat est vrai
pour ¢ > 1 sans hypothese sur le systeme S :

Un résultat général de validité pour les mesures auto-conformes. —

Théoréme 7.15 ([99]). — Soit u une mesure auto-conforme. Si ¢ > 1 et

7,(q) existe alors p satisfait le formalisme multifractal en 1,(q).

Pour avoir des résultats complémentaires sur ’analyse multifractale des
mesures de type Gibbs sur les attracteurs d’IFS, les répulseurs conformes et
les ensembles invariants hyperboliques, on pourra aussi consulter [40, 45,
58, 153, 163, 154, 102, 106, 98, 155, 104, 210, 217, 218, 99, 100] et
[191, 192, 25, 26, 105, 30|, ainsi que [124, 19] pour des liens avec I’analyse
multifractale des fonctions.

Nous terminons cette sous section en donnant des éléments de preuve du
théoreme 7.12

Esquisse de la preuve du théoréme 7.12. — Nous utiliserons les nota-
tions des sections 3.5.1 et 5.5.5, et admettrons le résultat géométrique suivant,
qui se déduit du résultat principal de [209] et du lemme 4.2 de [190].

Lemme 7.1. — On a [, |logd(z,0U)|dvp(z) < oo pour tout vecteur de
probabilité p’ € [0,1]V.

Pour ¢ € R, désignons par py le vecteur de probabilité (p || Sk||~™@)o<k<n—1
et posons pg = pip, et vy = vp,. On déduit du Lemme 7.1, de la condition
(OSC) et de I'autosimilarité de vy que py(Su(K) N Sy(K)) = 0 si u n'est
pas un préfixe de v et v n’est pas non plus un préfixe de u. Ainsi, pour tout
u € Xy, on a ve(Su(K)) = pg([ul).

De plus, on déduit aussi du lemme qu’il existe un ensemble £, de v,-mesure
pleine tel que pour tout  dans E, il existe un unique t(z) € T4 tel que
x = mg(t(x)), et en désignant par u(z,r) I'unique élement u de S(x,r) tel que

|u(z,r)Au|

z € Sy(K), on on a lim, g+ Supyeg (g, |1 — Sty | = 0- Cela implique que

les copies de K de la forme S,(K) de taille comparable & r qui recontrent
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B(z,r) ont des vp-masses dont le rapport du logarithme a celui de p(B(z, 7))
tend vers 1 quand r tend vers 0.

En appliquant le théoréme ergodique a log fip([t},]), 10g p14([t}n]) et log [|St, ||
par rapport a pg, on peut également choisir £, de sorte que pour tout x €
log vp (S(z),, (K)) log vg(St(),, ()
~ToeTio T TS T =7 (7(@)- En
particulier, 'étude faite dans la section 5.5.5 donne dim E, > 7*(7/(q)).

Il n’est alors pas tres difficile de déduire des propriétés précédemment

log(vp (B(z,7))
log(r)

Eq, limy, . =7'(q) et limy,

énoncées le fait que pour x € F; on a aussi lim,_,o+ = 7'(q), soit
E, C E, (7'(q)), et donc dim E,_(7'(q)) > 7*(7'(q)).

Nous avons établi dans la section 5.5.5 'inégalité 7, (q) > 7(q) pour ¢ > 0.
Le cas ¢ < 0 se traite plus aisément. Ainsi, pour tout ¢ € R nous disposons
des informations 7,,(¢) > 7(q), 7*(7'(¢)) < dimE, (7'(q)), et d’apres les
propositions 6.1 et 6.2 dim E,,(7'(q)) < 7, (7'(q)). Ceci est suffisant pour
conclure que 7, = 7 et que le formalisme multifractal est valide en tout « de

la forme 7, (q).

8. Analyse multifractale des cascades de Mandelbrot et
applications.

Nous établissons dans la section 8.1 un théoreme d’analyse multifractale
associé aux cascades canoniques de Mandelbrot sur un espace symbolique.
Au passage, nous établissons les résultats de finitude des moments de la
masse totale d’une telle mesure annoncés dans la section 4.3. Puis dans la
section 8.2 nous examinons trois autres questions d’analyse multifractale qui
s’y rattachent naturellement : I'analyse multifractale de séries d’ondelettes
aléatoires, I’étude fine des accroissements d’un processus gaussien limite d’une
cascade additive, et la fragmentation auto-similaire.

8.1. Résultats sur D’espace symbolique. — Notons p la mesure
construite dans la section 4.3.1 dans le cas statistiquement auto-similaire. Le
résultat suivant est obtenu dans [7] (sauf la partie concernant la linéarisation
de la fonction 7, obtenue dans [174]). Les techniques mises en oeuvre dans sa
démonstration sont fondamentales pour ’analyse multifractale des éléments
de la classe de [0, 1]-martingales auto-similaires décrite dans la section 4.3
(voir [14, 15]).
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Rappelons que la définition de ¢ (voir (4.3.1)) :

1 n
v(q) =q¢—1—liminf — Z log, E(W1).

n—oo n
k=1

On supposera que ¢(gq) > —oo pour tout ¢ € R. Posons
J={qeR:¢(q)g—¢(q) >0}, g=sup(J), et g=inf(J).

Théoréme 8.1. — Supposons que p(q) > —oo pour tout ¢ € R. Les faits
susvants ont lieu avec probabilité 1 :

1. 7,(q) = (q) sur lintervalle J ;

2. siq < +o0, alors T,(q) = ¢'(q)q sur [g,00) ;

3. si.q> —o0, alors T,(q) = ¢'(G)q sur] —o0,q];
4.

dim E,(a) = 7;(a) si7;(a) >0 et E (o) = () sinon.

Des énoncés moins forts donnant la dimension de E, () pour chaque «
presque surement et non presque sturement pour tous les « sont établis sous
des hypotheses plus ou moins fortes sur la variable W dans les travaux sui-
vants : [119, 63, 174, 1, 6] (voir aussi la remarque 8.1). Ces travaux abordent
d’autres questions intéressantes que nous avons choisi de ne pas développer ici,
comme ’analyse multifractale de la projection de la mesure p sur des ensembles
auto-similaires en loi dans R?. Enoncons d’abord quelques propositions qui
sont les parties essentielles de la preuve du théoreme.

Rappelons que la variable Y est la masse totale de la mesure p. Considérons
sa transformée de Laplace :

w(t) =E(e™).

Proposition 8.1. —

(1) Soit p > 1. On a E(YP) < oo dés que p(p) > 0,

(2) Soit p > 0. Si p(—p) > —o0, alors P(t) = O(t™9™) et par conséquent
E(Y~9) < oo pour tout g € (0,p).

Pour n > 1 et ¢ € R soit

Tu(q) = liminf —% log,, E ( Z u([w])q>_

n—oo

Proposition 8.2. —
(1) Avec probabilité 1, 7,(q) > Tu(q) pour tout ¢ € R;
< 00,

(2) Tul(q) = p(q) si E(Y) 7.(q) = —o0 sinon.
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SigeInt(J), we X et n>1 soit

—g Qw - )
Yyn(w) = mrP(@—q) =\ " 7).
)= 3 oo Gl

(Q(w) est défini en (32), section 4.3.1).

Proposition 8.3. —

(1) Avec probabilité 1, pour tout ¢ € Int(J) et w € X5, la suite Yy, (w)
converge vers une limite strictement positive Yg(w). De plus, pour tout n > 1,
o({Qn(w) : w € ¥ }) et c({Yy(w) : w € 37 }) sont indépendantes, et les
variables aléatoires Yg(w), w € X, sont des copies de Yy(0) indépendantes.
On note aussi Yy la variable Yy (0) ;

(2) Pour tout sous-intervalle compact K de Int(J), il existe px > 1 tel que
E(sup,ex YX) < 00;

(3) Avec probabilité 1, pour tout q € Int(J), la fonction

(80) pg([w]) = mPIED=DQ(w) 1Yy (w), w € T,
définit une mesure borélienne sur ;.

Proposition 8.4. — Avec probabilité 1, pour tout q¢ € Int(J), pour pg-
presque tout t € Xt on a

m?’

] —nQ(t
n—oo —n
log. Y
2 tim 2em V() _
n—oo n
log. Y, (t
3. Tim inf 128m Yaltln) S
n—oo —n

Remarque 8.1. — Pour g € R et w € ¥, posons Wy(w) = W(w)?/E(W?).
On a 1-E(Wjlog,,(W,) > 0, i.e., la limite j1, de la cascade de Mandelbrot as-
sociée a (Wy(w))wes:, est non dégénérée (voir section 4.3.1), si et seulement si

q € Int(J). On peut alors obtenir I’énoncé “pour tout q € Int(J), avec probabi-

log,y, (119 ([t]n]))

lité 1, pour pg-presque tout t € Xt on a limy,_ oo — = q¥'(q) —v(q)
log,, (1([t}n]))

et lim, oo —"=-"= = ¢'(q)” en appliquant les théorémes 5.13 et 5.14 a
Lq et au couple (pw, pwr) = (g, i) respectivement. C’est cette approche qui
conduit auxr résultats d’analyse multifractale moins forts mentionnés apres

2”

l’énoncé du théoreme 8.1.

Démonstration du théoréme 8.1. Nous allons d’abord établir la validité du
formalisme multifractal puis obtenir I’expression de 7,. Nous ne traiterons pas
le cas des points au bord de l'intervalle 7/(.J). Le lecteur intéressé par cette
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question délicate pourra se reporter a [7], et [13] pour un traitement complet.

Validité du formalisme multifractal. Notons d’abord que grace a (80) et
aux assertions (1) et (3) de la proposition 8.4, avec probabilité 1, pour tout
q € Int(J) on a

dim. (1) > ¢*(¢'(q)),

et on déduit des assertions (1) et (2) de la méme proposition que

dim E,(7'(q)) > ¢*(¢'(q))-

Par conséquent, la proposition 8.2 implique la validité du formalisme multi-
fractal sur Int(¢'(J)) et égalité de 7, et  sur J = [g,g]. Il reste & montrer

que 7, est dérivable en g (resp. ¢) et linéaire sur [g,00) (resp. (—oo,q]) si
q < oo (resp. ¢ > —o0). Nous ne traitons que le cas § < oo, le cas ¢ > —o0
étant similaire.
Notons que I’égalité 7, = ¢ sur J implique
T,L/L(qi) = @(6)/6 = hmin-
De plus, par concavité de 7, on a
7u(9) < 7u(@ + 7@ )(a = 7) = ¢(@) + (@7~ 7) = hming-

L’inégalité inverse pour g > ¢, et donc la dérivabilité de 7, en g s’obtient en
utilisant le fait que ¢/q > 1 pour écrire (cette idée provient de [174])

S o) < [ w(n,)77.
weX, weXn,
Cette inégalité implique
Tu(q) >q- (TM@)/@ = qhmin-
O

Présentons maintenant les preuves des propositions énoncées ci-dessus. Pour
démontrer la proposition 8.1, on a besoin du lemme suivant.

Lemme 8.1 ([5]). — Pour p € (1,2], il existe C, > 0 tel que pour toute
collection {X1,...,X,} de variables aléatoires indépendantes et centrées a
valeurs complezxes on ait

(5
=1

") <G Y E(xP).
i=1



MESURES ENGENDREES PAR MULTIPLICATIONS 113

Démonstration de la proposition 8.1
(1) Supposons d’abord p € (1,2]. Soit n > 1. Posant Yy = 1, on a

m—1
Yo~ Yo =m (D 3 Q(w)( S m  (Ww- k) — 1)).
k=0

wex !
Les variables W (w), w € 3% étant i.i.d. et d’espérance 1, le lemme précédent
implique
E (|Yn = Yo alPlo(Q(w),w € Bn1)) Cp Y b7 PIQ(w)P2Pm! P E(WP),
wext 1

ol l'on a utilisé I'inégalité
m—1
E (\ ST (W (w - k) - 1]7”) < PP E(WP).
k=

Finalement
(81) E (| — Yn_1[P) < 2°Cym™#®),

et 'on a bien convergence dans L” de la martingale (Y,),>1, car ¢(p) > 0.

Supposons maintenant p > 2 et supposons que nous sachions que (Y;,),>1
est bornée dans LP~!, ot1 p est égal & la partie entiere de p + 1 . Pour n > 1,
on écrit (en reprenant 'idée utilisée dans [138])

m—1 — m—1
V2 < b (S WRPPY(P?) <0 ST WY (B + Ta(p),
k=0 k=0
avec
m—1
To(p) = Z Viorim H W(k)jkp/ﬁynil(k)jkp/ﬁ.
0<jo,e-sjm—1<p—1 k=0

Jk#D:Jo+ +Jm—1=p
Comme (Y)),>1 est une sous-martingale, on a
E(Y) < b PP RV ) + E(Tu(p) < b ?PE(YE) + E(To(p))-
Comme b~#®) < 1, il ne reste plus qu’a montrer que E(Ty(p)) est borné. Or,
en appliquant I'inégalité de Holder on obtient
E(W (ji) /7Y, 1 (k)TRP/P) < (B(W))PIP(E(YE )PP

Le dernier terme ci-dessus est uniformément borné par rapport a ji d’apres
notre hypothese, car jp <p— 1.
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(2) Le fait que les variables W (w) soient indépendantes et strictement posi-
tives dans 1’équation (30) implique que I’événement {Y = 0} est de probabilité
nulle. On a donc limy_,o 1(t) = 0 et I'équation (30) impose

(82) U(t) = (E4(W/m))™.

Le résultat provient d’arguments développés indépendamment dans [136, 174,
6], puis dans [160].

Soit ¢ > 0. Supposons que nous ayons montré que ¥(t) = O(t7™?) au
voisinage de +oo. Alors, pour z > 0 on a

P(Y < ) < €(t)
et le choix t = mq/x donne P(Y < z) = O(z™7) en 0". Donc
E(Y ™) <00 si he(0,mq).

Posons Wy = W/m et fixons ¢ € (0,p). Comme 1) <1 et limy_,o ¥ (t) = 0, on
déduit de (82) qu'’il existe v € (0,1) et to > 0 tels que

(83) »(t) < VE@W(tWo)), Vit > to.

De plus, v peut étre choisi tel que VE(WO_Q) < 1.

Soit (W;);>1 une suite de copies de Wy indépendantes. Comme ¢ < 1, pour
t > tp on obtient par récurrence en utilisant (83) que, pour n > 2, on a

o(t) < AP(Wot < to) + VE (15 0, 0(Wot))
< YEW )t/ + 7 E (L5750 ¢ (WoTT10))
< YEWy )(to/D) + 77 E (6(WoWit))
< YEW ) (to/)" + 7 EWy D)t/ + 7 EQ 57,57, 150, L (WoW11))
< (to/0) YV EWy ) 49" E(L 0,77, iy ¥ (WoWr - Waat)).

k=1

Comme ¢ < 1, v < 1 et yE(Wy ) < 1, on obtient ¢(t) = O(t™9) en faisant
tendre n vers l'infini. En injectant cette estimation dans (82) on obtient 9 (t) =
o@t—™9). 0

Démonstration de la proposition 8.2  La concavité des fonctions 7, et 7,
permet de se contenter de montrer que pour ¢ € R fixé, on a 7,(¢q) > 7,(q)
avec probabilité 1.
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Soit ¢ € R. Supposons que E(Y?) < oco. Soit ¢t € R. En utilisant (30), on
obtient

E(D m™ Y u(w])?) = E(Xm™ Y QW)Y (w)?)
n>1 WEX n>1 WEX,
n>1
En particulier 7p,,(q) = ¢(q). Sit < ¢(q) alors presque stirement

St Y uul)t < oo,

n>1 WEX,

donc 7,(q) > t presque strement.
Si E(Y?) = oo, le calcul précédent montre que 'on a 7,(q) = —oo. O

Démonstration de la proposition 8.3.
(1) et (2). Pour g € Int(J) et w € X7, soit

Wo(w) = Wi(w)/E(WI).
Si (¢q,p) € Int(J) x [1,00), posons
®(q,p) =m' PE(WP) = mpP(@—e(pa)

0]
Si ¢ € Int(J), la propriété ¢*(¢'(q)) > 0 implique g(q, 17) < 0, et il existe
/4

pg > 1 tel que ®(q,py) < 1. Ainsi, dans un voisinage V; de ¢, on a ®(¢,p) < 1.
Si K est un sous-intervalle compact non trivial de Int(J), il est recouvert
par un nombre fini de tels Vg, et, pour tout ¢ € K, on a ®(¢,px) < 1, ol
px = inf; pqy,.

Nous montrons maintenant que les martingales (Y, ,(w))n>1, ¢ € K,
convergent presque strement simultanément.

Pour chaque point ¢ de K, il existe un voisinage V; de ¢ dans C tel que,
pour tout w € X7 et z € V, la variable aléatoire

WZ

e

soit bien définie et de plus
sup ®(z,pr) <1,

zeVy

®(2,p) = m' PR E(|W,[Pr)
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est une extension de ®(-,px) & V,. En extrayant un recouvrement fini de K
par | ek Vg, on obtient un voisinage V' de K dans C tel que

sup ®(z,px) < 1,
zeV

Pour z € V et w € X7, soit

Y, n(w) = mn(g@(z)—z) Qg(w . 'U)z,
s ( ) Uezzn Q(U))Z
ol p(z) est défini par
z—1
o(z) — M
m BV

On désignera Y, ,, () par Y, ,,. En utilisant (81), on obtient pour n > 1

HYz,n - Yz,n—alK < QPKCqu)(Z7pK)n/pK < (SUP (I)(zypK))n/pK7
zeV
ou Y,o = 1. Comme, avec probabilité 1, les fonctions z € V — Y, ,, n > 0,
sont analytiques, si nous fixons un disque fermé D(zp,2p) inclus dans V, la
formule de Cauchy donne

sup ’Yz,n - Yz,n—l’ < P_l / ‘Yu,n - Yu,n—l’ ‘du|/27‘—
z€D(z0,p) 0D(z0,2p

Alors, I'inégalité de Jensen et le théoreme de Fubini donnent

2w

dt

E ( ggl(lp ) ’}/;,n - }/z,n—l‘pK) < 2PK /0 E(‘Yzo+2pe“,n - }/zoJere“,nfl’pK) %
z 20,P.

< 2P (sup @(z, pk))"-
zeV
Donc, avec probabilité 1, Y, , converge uniformément en z sur le compact
D(zp, p) vers une limite Y, et l'on a

sup Y, < 00.

2€D(z0,p)

PK

Comme K peut étre recouvert par un nombre fini de tels disques, on obtient
la convergence simultanée des suites (Y, ),>1 vers Y, pour ¢ € K et (2).
De plus, comme Int(J) est une réunion croissante dénombrable de tels com-
pacts K et X7 est dénombrable, la convergence simultanée a lieu pour toutes
les martingales (Y ,,(w))n>1, ¢ € Int(J), w € £%,. L’idée de recourir a une
extension a C des fonctions Y, ,, a été introduite dans 1'étude des processus de
branchement [34].
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Pour terminer la preuve de (1), il faut montrer qu’avec probabilité 1, ¢ €
K — Y, ne s’annule pas. A une transformation affine pres, supposons K =
[0, 1]. Si I est un sous-intervalle dyadique fermé de [0, 1], notons E I’événement
{3qel: Y, =0}, et notons I et I; ses fils. Chaque E} est un événement de
probabilité 0 ou 1. Donc, si I est tel que P(Er) = 1, il existe j € {0,1} tel que
P(Ey;) = 1. Supposons que P(Ejg ) = 1. La remarque précédente permet de
construire une suite strictement décroissante (I(n)),>o d’intervalles dyadiques
fermés tels que P(Ej(,)) = 1. Soit go I'unique élément de (), I(n). Comme
q — Y, est continue, on a P(Y,, = 0) = 1. Ceci contredit le fait que (Yyyn)n>1
converge vers Yy, dans LPK.

(3) C’est une conséquence simple de la propriété de branchement

b—1
Yomir(w) =01 Wo(w-i) Ygu(w-i) (Yn>1, Vw € 5.
=0

g

Démonstration de la proposition 8.4.
(1) Pour € > 0 et n > 1, posons
Bl ={tex m"¢@O 9 Q. (t],) > 1}

q7n76
et
By ={teShm" @@=, (t],) < 1}.

q7n76

Nous allons montrer que pour tout sous-intervalle compact K de Int(J) et
tout € > 0 on a

(84) E (sup Z yq(E(in’E) < 00
qEKn21

Alors, avec probabilité 1, pour tout ¢ € K et A\ € {—1,1} la série
D>t ,uq(E(in?e) converge. Comme Int(J) est réunion dénombrable de tels
compacts, ceci est vrai pour tout ¢ € Int(J). Ainsi, nous déduisons du
lemme de Borel-Cantelli appliqué & f4/||14q|| qu’avec probabilité 1, pour tout
q € Int(J), pour ug-presque tout ¢t € I | il existe N > 1 tel que

Vn > N,m "Q(t|,)| € [m_n(@/(Q)+6),m—n(g&’(q)—e)].

Ceci étant vrai pour une suite de nombres € convergeant vers 0, on a la conclu-
sion.
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Prouvons (84). Soit K un intervalle compact inclus dans Int(.J). Pour n > 0
et g€ K ona

Ha(Bp) < 7 p([w]) (m" @0 Q) )"
weXN,

et
ta(Bhe) < 3 pglfu]) (" @5 Q)

wexy,

Comme 1, ([w]) = m™PD=DQ(w)?Y, (w), pour A € {~1,1}, on a

(BN, ) < Z mn(w(q)fq+>\(</>’(q)*1)n*6n)’Q(w)|q+knyq(w)'

q,n,e
wexn,
Posons
(85) H27A(q) _ Z mn(sﬁ(‘l)—Q-i-/\(gp’(q)_1)77—577)|Q(w)’q+)\n'
wexn,

Ecrivons K = [qo, ¢1]. Comme les familles {Hg’)‘(q)}qu et {Yy(w)}wesn qcki
sont indépendantes, on a

E(sup g(E}y) < E(sup Y,)E (sup B2 (q))

qgeK qgeK qeK
< E(squ)(E(H"’A(qo)) —|—/q1E(‘dH"”\(q)qu).
B qeK ! " qo0 dg ™

Alors (84) vient du fait que E(sup,cx Y;) < oo (proposition 8.3(2)) et du
lemme suivant.

Lemme 8.2. — Il existe C' > 0, § > 0 et n, > 0 tels que, pour tout q € K,
ne€ (0,n) et X € {—1,1}, on ait

max { E (H(q)), E (‘(ZHQ’)‘(q)‘)} < Cnb™™.

Démonstration. Comme ¢ est C?, on peut choisir 79 > 0 tel que, pour n €
(0,m0), on ait
(86) by = inf en+ (g + M) = ((9) + A¢'(@)n) > 0.

Soit
m(n,q,n,€) = m(P(@)+2¢ (@)n—p(g+Xn))—en
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Un calcul montre qu'il existe C' > 0 tel que pour, n € (0,70) et n > 1, on ait
E(Hg) = ii(n,g,n,€) <m™"n

E (‘;HQ’A(Q)D < Cn - ﬁl(n7 q,1n, 6) < Cn mfnén'

(2) Soit K un sous-intervalle compact de Int(J) et A € {1,—1}. Pour a > 1
et n > 1, soit
Ep,={tesh Y(ty)*>a"}.
Nous devons seulement montrer que
(87) E(sup > p1q(Ep ) < 0.
qeK n>0

On a alors qu’avec probabilité 1, pour tout ¢ € K, pour jpg-presque tout ¢, si
n est assez grand

log Y (t|,
—loga < liminf L“) < lim sup

n—00 n n—00

log V() _ 0
1 < loga.

Ceci étant vrai pour une suite de nombres a > 1 convergeant vers 1, on a la
conclusion. Montrons (87). On a

sup pg(E2,) = sup Liyv ) rsant - Mgllw
sup a(Efa) quwEZZ:nm v (wpsany  Hal[w])
= sup Z m”(‘/’(q)_Q)Qn(w)q-1{y(w)>an}-Yq(w).
quwEZ"

Par conséquent,
E (sup f1g(Ey ) <E (Liyrseny - sup Yg) E (sup Hy®(q)),
qeK qgeK qgeK
ot HY"(q) est défini comme en (85). La preuve de 'étape 1 donne C > 0 tel
que

E (sup H)'(q)) < C(1 + |K|)n.
qeK

De plus, I'inégalité de Holder implique

E (Liyasany -supYy) < [[sup Yyl POY? > a™)'71/Px
qeK qeK

IN

| 5D Yoy [E(Y )71/,
qeK
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Puisque E(Y?) < 0o on en déduit

E (sup pig(Ep ) = O(na™"=H/Px))
qeK

(avec a > 1), donc (87).
(2) On procede comme en (2). Pour a > 1, n > 0 et ¢ € K soit
Fira(q) = {t € 27, : Yy (tln) > a"}.

Pour n > 0, on a

su F,. = su Loy (w)>ant - w
qegﬂq( ,(Q)) qe}gwgzz:n {Yq(w)>an} :“q([ ).
< supm™PD=IDQ, (w) - a”"MY (w) .
qeK

En prenant 7 = px — 1, on obtient

E (s i (Foa0))) < 005V E (sup HI"(q) B(sup ¥7<) = O(na~"@x D)
qeK qeK q€K

]

8.2. Applications a 1’étude des trajectoires de certains processus.

8.2.1. Projections naturelles des cascades canoniques de X sur
[0,1].— Le théoreme 8.1 est encore valable pour la mesure obtenue i en
projetant naturellement la mesure o sur I'intervalle [0, 1], les ensembles E,,(«)
et la dimension de Hausdorff s’entendant au sens de la distance usuelle sur R.
L’étude faite sur 'arbre permet de controler la densité logarithmique de pu
sur les intervalles m-adiques seulement. On obtient le contréle de la py-masse
des boules centrées et donc le résultat souhaité en étendant le résultat de
la proposition 8.4.1. aux mots de la méme génération que w qui codent les
intervalles m-adiques voisin de I, (voir [9]).

8.2.2. Séries d’ondelettes aléatoires. — Pour une fonction réelle F' loca-
lement bornée définie sur un intervalle non trivial I C R, 'exposant ponctuel
de Holder de F en t € I, noté hp(t), est défini de la fagon suivante : C[x]
désignant ’espace des fonctions polynomiales

hr(t) = sup {h >0: 3PeCl, |Fu) - P)|=0(u—t") (u— t)} :
On définit alors pour h > 0 ’ensemble
Ep(h)={te€l:hp(t)=h}.



MESURES ENGENDREES PAR MULTIPLICATIONS 121

Donnons-nous une ondelette 1 dans la classe de Schwartz comme il en est
construit dans [157], de sorte que les fonctions 27/24(27t—k), j, k € Z? forment
une base orthonormée de L?(R) et que tous les moments de v soient nuls.

Si la fonction F' est de classe C¢ sur l'intérieur de I pour un € > 0, alors
I'exposant de Holder de F' en un point ¢ intérieur a I est donné par [123]

- log |d; (F)]
hir(t) = it ot k2]

en fonction des coefficients d’ondelettes de F' définis par
dj(F) = /R %9 P (u)h; () du.

De fagon équivalente [126], en notant [;; lintervalle dyadique [k277, (k +
1)277], puis en définissant le coefficient d’ondelette dominant
)\j,k(F) = sup |dj’,k:’ (F)|,

Ij/’k/CIj’k

et enfin en notant \;() = supy, ,_[2ig<1 Ajk(F), on a

T log )\j(t)

Dans [2], les auteurs proposent un modele de turbulence en construisant sur
I =]0, 1] une série d’ondelettes dont les coefficients sont obtenus a I’aide d’une
cascade de type canonique mais non nécessairement positive : on choisit une
variable aléatoire réelle W telle que P(|[W| > 0) = 1 et telle qu’il existe n > 0
tel que, pour tout h € [0,7], 0 < T'(0) < oo et T*(h) < 0, olt
T(q) = -1 —logy E(WV|*) (¢ € R).
Puis on choisit une suite (W(w))yexs de copies de W indépendantes. Une
série d’ondelettes F' est alors définie sur I par :
201
F(t)=Y > dip(F)e(2t - k)
§>0 k=0

par ses coefficients

J
dj(F) = W(w1)Wayu, -+ - W(wiws -+ w;)  pour k= w27,
i=1
Sous les hypotheses faites sur 7', on montre en utilisant une inégalité de
type Tchernov que les produits de poids aléatoires définissant les coeflicients
convergent exponentiellement vers 0, ce qui garantit que F' soit continue et
holdérienne.
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Soit
W = [W[/E(W]).
Supposons que
0< W <2 P(W =2)<1/2, T > —o0 sur R.

Définissons
Bmin = inf {0 < h < T'(0) : T*(h) > 0}
et
hmax = sup {h > T'(0) : T*(h) > 0}.

Alors, les résultats établis dans les sections 8.1 et 8.2.1 pour la cascade cano-
nique engendrée par les poids W (w) = [W(w)|/E(]W|) permettent d’obtenir
le résultat suivant (voir [19], ou plus généralement un lien est établi entre
I’analyse multifractale des mesures et celle des séries d’ondelettes pondérées

par des coefficients déduits d’une mesure).
Dans les notations du formalisme multifractal sur ¥, définissons

#(t,27") = log Aj (ﬂz(t))

~ 2—n
X.(a) = {t €5y lmgf}i(:log; _ a}.

Posons
J={q€R:T(q)g—T(q) = 0}
q=sup(J) et g=inf(J).
Théoréme 8.2. — Awvec probabilité 1, on a

(1) dim Ep(h) = T*(h) = dim X,.(h) si h € [hmin; hmax], €t Ep(h) =0 =
jz%(h) st h §? [hmina hmax] 5
(2) 75.(q) = T(q) sur lintervalle J et 1,.(q) = T'(q)q sur | — oo, q] U[q, ool

8.2.3. Un processus gaussien limite d’une cascade additive. — La
proposition qui suit introduit un processus gaussien obtenu comme limite d’'une
cascade additive de poids aléatoires gaussiens indépendants. Ce processus est
apparu naturellement dans un théoreme central limite au cours de I’étude
des cascades de Mandelbrot comme systeme dynamique sur certaines lois de
probabilités [18].

Sim > 2 est un entier et w € X*

m?
m-adique de [0, 1] naturellement codé par w, et 'on notera A(f,I,,) 'accroi-

sement sur I,, de toute fonction f définie sur [0, 1].

alors on notera I, le sous-intervalle
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Proposition 8.5. — [18] Il existe un unique processus gaussien continu
(Xt)tep,1), tel que X(0) = 0 et pour tout j > 1, la matrice de covariance M;

du vecteur (A(X, L)) est donnée par

wGE%

M (0, ) b2 (14 (b—Dw]) siw=w,
W, w ) = .

’ b=2(b—1)|lwAw'|  sinon.

Le processus X peut étre construit de la fagon suivante. Soit {£(w)}wes:
une famille de variable aléatoires indépendantes, de loi A'(0,1). Pour w € X%,
soit ¢(w) la limite de la martingale

Go(w)=vm—=1 Y m ).
velr—y X5,
On a ¢(w) ~ N(0,1). Posons

(88) M(w) = m I (Cw) + Vm =1 3 €(wly)).

1<k<|w|
Alors, avec probabilité 1, il existe une unique fonction continue f telle que
f(0) =0 et A(f, Iy) = M(w) pour tout w € ¥¥,. Ces fonctions définissent un
processus stochastique de méme loi que X.

La comparaison de I'expression (88) donnant I’accroissement du processus X
sur un intervalle m-adique avec celle des accroissements d’une cascade multi-
plicative de Mandelbrot sur un tel intervalle justifie la terminologie de cascade
additive.

L’expression de M (w) dans (88) indique que cet accroissement est égal a
la longueur de I, corrigée par la somme d’une variables gaussienne et d’une
marche aléatoire de branchement gaussienne dont l'ordre de grandeur est de
l'odre du logarithme de |I,,|, le processus est donc essentiellement monofractal
d’exposant 1. L’étude fine de cette marche aléatoire permet de préciser gran-
dement le comportement des accroissements m-adiques en considérant pour
a € R les ensembles

n—oo n-m-"

E,= {t €[0,1): limsupM avm — 1},

A(X, I,
E, = {t €1[0,1): liminf(’i_(j)) avm — 1}
n—oo  n-m
et
Eoc :EaﬂEaa

ou I,,(t) désigne l'intervalle m-adique semi-ouvert a droite contenant ¢.
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Formellement, la marche aléatoire de branchement gaussienne considérée
est de méme nature que le logarithme de ’accroissement d’une cascade de
Mandelbrot. Le calcul des dimensions de Hausdorff des ensembles que nous
venons de définir utilise donc les mémes arguments que celui des ensembles
E,(a) dans la section 8.1. On a le résultat suivant.

Théoréme 8.3. — [18] Avec probabilité 1,

1. Le module de continuité de X est un O(dlog(1/4)),
X n’est pas dans la classe de Zygmund,

w N

l’ensemble Ey contient un ensemble de mesure de Lebesgue pleine en
chaque point ou X n’est pas dérivable,

2
4. dim Ey = dim E, = dim By = 1 — —
si |a] > v/2logm.

Le probléeme de déterminer si X est ou non nulle part dérivable reste ouvert.

si|a| < v/2logm, et B, =)
2logm

8.2.4. Métrique sur l’espace symbolique donnée par une cascade
et lien avec la fragmentation auto-similaire. — Nous considérons a
présent un couple (W, L) de variables aléatoires dont chaque composante per-
met de définir une cascade canonique de Mandelbrot non dégénérée. Puis on
considere une famille {(W (w), L(w)) }wex:, de copies de (W, L) indépendantes.
On obtient grace a la construction décrite dans la section 4.3.1 deux me-
sures pw et up sur Xf
et {L(w)} e,

Supposons d’emblée que les variables W et L ont tous leurs moments finis.
Alors, on sait d’aprés le théoreme 5.13 que presque siirement les mesures iy
et 17, n’ont pas d’atomes. On utilise alors py, pour définir la distance aléatoire

dp(t,1") = pr([t AT)).

respectivement associées aux familles {W (w)}yes:

Le cas étudié dans la section 8.1 correspond a L = 1. Il existe un intervalle
maximal contenant [0, 1] pour tout point ¢ duquel I’équation

mE((W/m)!(L/m)™") =1
définit de fagon unique un nombre ¢ 1, (¢), comme solution en ¢, de sorte que

La fonction ¢y, ainsi définie est concave et analytique. De plus, si L < m
presque surement, alors elle est clairement définie sur tout R.
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On établit que I’énoncé du théoréeme 8.1 est encore valable avec la nouvelle
métrique dy, si 'on remplace ¢ par @w (ce modele symbolique permet de
coder les mesures auto-similaires en loi sur R?. Pour des résultats d’analyse
multifractale concernant ces mesures, on pourra consulter [63, 1, 6, 7, 13]).

Nous laissons ce point au lecteur et examinons la situation d’un point de
vue un peu différent, qui rejoint celui de la fragmentation auto-similaire [33].
Nous supposons a présent

W>1e P(W>1)>0

et interprétons log W (w) comme le temps qu’il faut pour que le cylindre [w] se
subdivise en ses m fils (il ne s’agit plus d’utiliser W pour définir une mesure
aléatoire). On assure ainsi que presque stiirement, pour tout = € Z,tl, on a

n—1

nlLHOIOZ log W (z|i) = oc.
k=0
On peut alors définir pour t > 0 et x € B}

n(x,t) = inf {n : 7i:llog W(z|x) > t}.

k=0
Le cylindre [z|,(z,t)], que nous noterons C;(x) par commodité est appelé frag-
ment contenant x a l'instant ¢, et il change de valeur le long de la suite d’ins-
tants

p—1
tp(x) = logW(zly), p>1.
k=0

On décrit la fagon dont évolue au cours du temps le diametre |Cy(x)|z de Ci(z)
dans la métrique dy, en calculant la dimension de Hausdorff des ensembles

F(a) = {:UEZ;Ln:tlim log]C;(m)L:a} (e <0).

Il n’est pas difficile de voir que

" logL
Fla) = {xe sh: lim k=t 08 L) :a}
n—oo » 1 log W (z|y)

et qu'on est essentiellement ramené au probleme d’analyse multifractale

précédent. Si I'on suppose L < m et si 'on définit formellement ¢y ;, comme
précédemment, alors on a le résultat suivant.

Théoréme 8.4. — Avec probabilité 1, pour tout o < 0, on a dim F(a) =
o (/) st oy (1/a) >0 et F(a) =0 sinon.



126 JULIEN BARRAL, ATHUA FAN ET JACQUES PEYRIERE

9. Percolation et recouvrement

On établit le lien entre théorie du potentiel, percolation sur un arbre et
T-martingales (sections 9.1 et 9.2). Puis on s’intéresse a la fréquence de recou-
vrement des points comme probléme d’analyse multifractale dans le cadre de
recouvrements du cercle et de la droite par des intervalles aléatoires. Cela met
en oeuvre les cascades de Poisson composées comme outil (section 9.3). Enfin,
on présente des résultats liés au recouvrement du cercle par des arcs engendrés
par la dynamique x — 2z relativement & une mesure de Gibbs (section 9.4).

9.1. Percolation sur un arbre. — Soit 7 un arbre infini et localement
fini et 7= A7 son bord muni de la métrique d(&,n) = e~ ¥ o |€ A n| est
le nombre de noeuds communs aux deux chemins infinis ¢ et n appartenant
ao7.

Soit p = (pn)n>1 une suite de nombres tels que 0 < p, < 1. Chaque aréte
du niveau n de 'arbre 7 est gardée ou enlevée avec probabilité p,, et 1—p, res-
pectivement. On suppose que toutes les décisions sont prises indépendamment
pour toutes les arétes de tous les niveaux. Ce modele s’appelle p—percolation
de Bernoulli. Si, avec une probabilité strictement positive, il reste un chemin
infini émanant de la racine de ’arbre, on dit que la percolation a lieu.

Pour ce probleme de percolation, on introduit le noyau

[tAs]

(89) K(t5) = Kp(t,s) = [[ pln.

Le bord 97 d’un arbre infini et localement fini 7 peut étre plongé dans un
goupe G = [[° | Zy,,. Le noyau K défini par (89) s’étend formellement & G.
Le noyau prolongé, encore noté K, est invariant par translation dans le sens
ou K(t+ 1,5+ 1) = K(t,s). Alors K(t,s) = K(t — s), ou

[¢AO|

Kty =T =

n=1 pfn
Théoréme 9.1 (|68, 69]). — Le noyau K (-) est Haar-intégrable si et seule-

ment st
o0

Z 1 < 00.

2 o pa) ()

De plus, sous cette intégrabilité, on a v, = I?(n) > 0 pour tout n > 0.

Supposons K Haar-intégrable. Rappelons (voir aussi le chapitre 5) que le
potentiel et I’énergie (par rapport & K) d’une mesure de probabilité borélienne
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u sur G sont respectivement définis par
vre) = [Kt-sdus), 1= [ U oa)

La capacité (par rapport & K) d'un compact E dans G est définie par I(E)~!
avec I(E) = inf I* ou 'inf est pris sur toutes les mesures de probabilité portées
par E.

Théoréme 9.2 (|68, 69]). — Supposons K Haar-intégrable. Soit E un com-
pact dans G.

(1) SiI(FE) < oo, alors il existe une unique mesure de probabilité p. portée
par E telle que I(E) = IFe.

(2) L’ensemble dest € E tels que Ut<(t) < I(E) est de mesure nulle par
rapport o toute mesure d’énergie finie.

Théoréme 9.3 ([68, 69, 161, 162]). — Une condition nécessaire et suffi-
sante pour que la p—percolation de Bernoulli ait lieu sur T est Capig07 > 0,
ot K est le noyau défini par (89).

Preuve. Considérons les poids définis par

(90) Po(e) = Lia n—itme aréte de ¢ est gardée} (w)
Pn

Alors Qn (&) = H?Zl P;(€) # 0 signifie que les n premieres arétes de & sont
gardées. Rappelons que Capy 07 > 0 signifie qu’il existe une mesure de pro-
babilité o telle que sup,, E(Q,o(T))? = M < co. D’apres I'inégalité de Paley-
Zygmund, pour tout 0 < d < 1, on a

(1-9) (1-4)°

Pna) 20 2 5o o =~ w

d’ott P(limsup,, Qno(T) > &) > po. Soit Cp(w) 'ensemble des chemins dont
les n premieres arétes sont gardées. Observons que Q,o(T) > 0 implique
Ch(w) # 0. Observons aussi que Cp41(w) C Cp(w). On en déduit finalement
P(NCy(w) # ) > pp. Ainsi on a démontré que Cap 07 > 0 est une condition
suffisante pour la percolation.

=:pg > 0,

Esquissons maintenant la preuve de la nécessité : Cap07 = 0 implique la
non-percolation. Pour tout entier NV > 1, considérons le noyau borné
min(N,|tAs|) 1
Exty= ] —
Pn

n=1
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D’une part, on a
lim Capg, 07 = Capgd7T = 0;
N—oo
d’autre part, selon le théoreme 9.2, la mesure d’équilibre oy de 97 relative
au noyau Ky satisfait
1
Capy, 0T

Soit Ry I’ensemble des chemins dont les arétes a 'ordre N sont gardées. On a

< / Kn(t)doy(t+u), VuedT.

N
Eon(Ry) = E/lRN(t)daN(t) _ /ElRN(t)daN(t) “11 pl.

On peut calculer cette espérance d’une autre fagon. Prenons une suite crois-
sante d’ensembles finis Q) telle que | J Qy soit dense dans 97 . Rappelons qu’il
existe un ordre sur 97, appelé l'ordre lexicographique. Pour tout k, désignons
par & le premier chemin dans @y dont les arétes a 'ordre N sont gardées (par
convention, & = oo s'il n’y a aucun tel chemin dans Q). Alors, d’apres la
formule de probabilité totale on a

Eon(Ry)= Y P(t € Ry|&, = s)P (&, = s)don(t).
s€QrU{oo}

En combinant les deux calculs de E o (Ry), on peut déduire que

P(Ry #0) < sup (/KN(t)daN(t—i—u) ' < Capg, 07 .
uedT

(voir [68, 69] pour les détails). Laissons N tendre vers +o0o. On obtient que

la percolation a lieu, a partir de la racine de ’arbre, avec probabilité nulle. [

On pourra également consulter [194] sur le sujet.

Dans le type de percolation auquel nous nous intéressons, on peut
completement caractériser I'image et le noyau de lopérateur E Q. Soit pu
une mesure de Radon sur 97. On dit que p est K-réguliére si u peut s’écrire
comme une somme de mesures d’énergie finie et on dit qu’elle est K-singuliere
si elle portée par un borélien de capacité nulle. Pour insister sur le role de p,
désignons par (Jp 'opérateur de chaos multiplicatif correspondant aux poids
définis par (90).

Théoréme 9.4 (68, 69]). — Une mesure u € MT(IT) est Qp-réguliere
(resp. Qp-singuliére) si et seulement si elle est K-réguliére (resp. K-
singuliére).
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9.2. Une application du principe de décomposition. — En combinant
le théoreme 9.4 qui décrit le noyau et I'image de 'opérateur E @)y, le critere
de non-dégénérescnece (c’est-a-dire p(17) > 0) dans [138] et le principe de
décomposition (théoréme 4.6), nous pouvons fournir une autre preuve de la
partie du théoreme 5.13 sur le calcul de dimension de la mesure p dans le cas
des cascades multiplicatives de Mandelbrot. Le plus intéressant est que 'on
peut supprimer ’hypothése que ¢(p) < —oo pour un certain p > 1.
Rappelons que g = QA, ou @ est U'opérateur des cascades multiplicatives
de Mandelbrot associé a une variable W, a laquelle est associée la fonction

p(q) =q—1—log, EW?
(voir la section 4.3). Il est clair que
¢'(17) =1 —E(Wlog,, W).

Théoréme 9.5 ([78], théoréeme A (d)). — Supposons que ¢'(17) > 0.
Avec probabilité 1, dim, p = dim* p = ¢'(17).

Démonstration. Soit Wy une variable aléatoire telle que
PWsg=mP)=m™ PWz=0)=1-m".

Soit Qg l'opérateur associé & Wy défini sur 3. Ce n’est rien d’autre que
I'opérateur de percolation ()p avec p, = m~—P sur larbre T = ¥t Le noyau
potentiel correspondant K, est alors le noyau de Riesz

1
Be =&
olt dy, est la métrique naturelle sur ¥,/ . On dira alors 3-réguliere et S-singuliere
au lieu de Kp-réguliere et Kp-singuliere.

Supposons que (g soit indépendant de (). Selon le théoreme 4.6, le pro-
duit QgQ) est associé a Wz, et si A est QgQ-réguliere alors QA est presque
stirement (B-réguliere, et si A est Qg@Q-singuliere alors QA est presque stirement
(-singuliere.

Remarquons que

E(WgW log(WgW) = EW log W + logm.
Pour tout § tel que EW log W + Blogm < logm c’est-a-dire
Blogm < logm — E W log W,

A est QgQ-réguliere, donc QX est @ g-réguliere presque stirement (théorere 4.6),
d’out dim QX > (3 presque stirement (théoreme 9.4). On en déduit que presque
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stirement
dim, Qu > 1 —E W log,, W).
Pour tout 3 tel que
Blogm > logm — EW log W,

A est QgQ-singuliere, donc QA est ()g-singulicre presque strement, d’oul
dim QA < 3 presque siirement. On en déduit que presque sirement

dim* QA <1-—EWlog,, W.

O
Le cas ou A est remplacée par une mesure de Markov est traité dans [78].

9.3. Recouvrement aléatoire. — Nous nous intéressons aux recouvre-
ments aléatoires du cercle et de la droite tels qu’ils ont été définis respec-
tivement par A. Dvoretzky [56] et B. Mandelbrot [165]. Ces recouvrements
soulevent naturellement des questions d’analyse multifractale qui sont intime-
ment liées aux T-martingales.

9.3.1. Recouvrement de Dvoretzky du cercle. — Dans le probleme de
Dvoretzky [56], on se donne (wy)n,>1 une suite de variables aléatoires uni-
formes et indépendantes dans T ainsi que (¢,,),>1 une suite de nombres réels
décroissant vers 0. On pose alors la question de savoir & quelle condition sur
(n)n>1 on a limsup,, . (wn,wn + ¢,) = T presque stirement. La réponse a
cette question a été donnée par L. Shepp dans [207] (voir aussi [131] Ch. 11
et [136]).

Théoréme 9.6. — [207] On a limsup, . (wn,wn + &) = T presque
sturement si et seulement si

1
Z?exp(ﬁl—k---—{—fn):oo.

n>1

Nous nous intéressons, dans le cas ) -, ¢, = oo qui contient des cas de
non recouvrement presque str de T, aux nombres (aléatoires) de recouvrements
NP(t) définis pour chaque ¢ € (0,1) par le nombre d’arcs (wg,wy + £x) (1 <
k < n) recouvrant t :

(91) NP(#) = 10,003t — wr).
k=1
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On s’attend & ce que NP (t) soit de I'ordre du nombre moyen d’intervalles
parmi les n premiers ayant recouvert t, c’est a dire

n
NP(#)m Ly = &,
k=1

et 'on souhaite décrire précisément le comportement asymptotique ponctuel
de NP(t). On considére donc naturellement les ensembles de niveau définis
pour 8 > 0 par
NP(t = NP(t
EBD = {t: lim inf z( ) :ﬁ}, FﬁD = {t: limsupni() :ﬁ},

n—oo n n—oo Ln

et
D _ pD M TFP
F§ =F5(\Fs,
et on cherche leurs dimensions de Hausdorff. Des résultats préliminaires dans
le cas ¢, = o/n sont établis dans [83] et [79].

Pour énoncer les résultats obtenus dans [11], nous avons besoin des fonctions
(92) do(B) =14 a(f —1 - plog )
définies pour a > 0 et 8 > 0.

Nous avons aussi besoin de définir les nombres
D ~D

n
Ll
_ . =145 . .
a” = limsu J et & = inf limsupsu
n_mp —logt, m>2 n_,oop pzll) log mp

>t fm— ) mn) L

(ot m > 2 décrit les entiers > 2). Ces quantités mesurent la vitesse et la
régularité avec lesquelles ¢,, converge vers 0 ou encore L, croit vers l'infini.
Les alternatives suivantes sont mises en évidence dans [11].

Théoréme 9.7 (Cas a” =0). — Supposons limsup,, ., nl, < oo et a”’ =
0. Avec probabilité 1, pour tout 3 > 0 tel que dzp () >0 on a

(93) dim(FP) = dim(F5) = dim(F3) = 1.
Théoréme 9.8 (Cas 0 < a” < o0). — Supposons que limsup, . nl, <

oo et que 0 < @” < oo. Avec probabilité 1, pour tout 3 > 0 tel que dgp () > 0,
on a

(94) dim(Fg) = dgzo(B)
(95) FP =0 (V8=0, dzn(B) <0).

De plus, si a” est défini comme une limite (et pas simplement une limsup),
alors (94) et (95) sont vraies si FﬁD est remplacé par Eg ou Fg.
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Théoréme 9.9 (Cas a” = +00). — Supposons que lim, .onf, = oo.
Alors, avec probabilité 1, on a

NP(t
im 22 4 (yiem).
Divers exemples de suites (£,,),>1 sont donnés dans [11]. On voit s’opérer les
transitions d’un comportement a ’autre en considérant les suites de la forme

a/nlog’(n+1) (6€(0,1)), a/n, a/nlog’(n+1) (8<0).

L’approche utilisée dans [11] repose sur une réduction non triviale de la
question de la fréquence du recouvrement des points dans le recouvrement de
Dvoretzky a la question analogue qui se pose pour le recouvrement poissonien
de la droite. Nous décrivons ce recouvrement dans la section suivante ainsi que
I'idée qui permet de ramener le premier probléeme au second.

9.3.2. Recouvrement poissonien et chaos multiplicatif. — Dans le
probléme du recouvrement poissonnien de la droite introduit dans [165], on se
donne un processus de Poisson S dans le demi-plan supérieur d’intensité Q@ v,
ou £ est la mesure de Lebesgue et v est une mesure de Borel positive sur (0, o],
localement finie. On demande alors a quelle condition nécessaire et suffisante
on a (0,00) = U(s,e)e s(s,5 +¢) presque strement. Cette question est résolue
partiellement dans [165] et completement dans [208] (voir aussi [135]).

Théoréme 9.10. — [208] On a (0,00) = U, pyes(s, s+{) presque sirement
st et seulement si

/01 v exp /;O v((y, 00)) dy = 0.

L’analogue du probléeme de fréquence de recouvrement considéré dans la
section précedente est le suivant. D’abord, on considere le cas ou les intervalles
poissoniens sont de longueurs uniformément bornées en imposant par exemple
que v((1,00)) = 0, et on étudie alors, lorsque 1/((0, 1]) = 00, le recouvrement
de R par les intervalles (s,s+¢), (s,¢) € S. Ici, les nombres de recouvrements
sont naturellement définis par

(96) NP = D Lsiop(t) (€>0),
(séZ)ES
>e
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dont la moyenne n’est autre que

N;:Lfmm@.

Etant donnée I'invariance,en loi, par translation de la construction, on travaille
sur [0,1]. Si 'on fixe un poids constant w > 0 distinct de 1, le comportement
asymptotique de NP (t)/ Nz se déduit de celui de log Q. (t)/Nz, ott Q.(t) est la
[0, 1]-martingale en temps continu

Q.(t) = e (W= DNey, N (0 < £ < 1)

considérée en temps discret sous la forme

Qn(t) - Qm*" (t)

dans la section 4.3.2, et ce dans un cadre plus général.
Pour § € R, posons

.. log Qc(2)
Fy={te0,1]: lminf 2222 — 5},
ap t € 0,1] im in N 6]
— 1 t
Fg= {t € [0,1] : limsupM :ﬁ}
e—0 -N’a
et
Fy=F4(Fs.
Y
Pour tout v € R, on note jy la mesure limite de la martingale E%V -A. Nous
supposerons que )
lim NV; = +o0.
e—0
Soit
t
a = limsup M
e—0 —loge
et

g —n t —n t
a = inf limsupsup & V(Cop-tntp) (£) \ Cpyp=n (1))
m22 nooo p>1 log mP

(on a @ < @). Enfin, soit
O(y)=w’ —1—~(w-1), VyeR
et
Aa(y) =1+ a(0(7) —=70'(7)), VYo >0.

Les résultats de la section précédente ont les analogues suivants [11].
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Théoréme 9.11 (Cas @ = 0). — Supposons que l'on a
limsupgy([s, 1)) <oo et a=0.
e—0

Avec probabilité 1, les mesures p, v € R, sont définies simultanément, non
nulles, et chaque i est concentrée sur Fy () (en particulier les mesures fi
sont mutuellement singuliéres) ; si de plus Ag(y) > 0, on a dim,(puy) =1 et
donc

dim FQ/( dim E@’(’y) = dim F@/ ) =1.

v) = (v

Théoréme 9.12 (Cas 0 < @ < 00). — Supposons

limS(l]lpé“l/([E,l)) <oo et 0<@<oo.
e
Avec probabilité 1, les mesures iy, Ag(y) > 0, sont définies simultanément,
non nulles, et si Az(7y) > 0 alors ji, est concentrée sur Fy ) (en particulier
ces mesures [i, sont mutuellement singulieres) et dim Fy(yy < Ag(y); pour
tout v € R tel que Ag(y) <0 on a Fy(yy = 0.

De plus, avec probabilité 1, pour tout v € R tel que Ag(y) > 0, on a
dimy (1) > Az(7), et done dim Fy,y = Ag(7).

Si @ est obtenu comme une limite et non seulement comme une lim sup,
alors les résultats précédents restent valables si 'on remplace Fyi(,y par Fgi (.

ou F@/(,y).

Théoréme 9.13 (Cas @ = +o0). — Supposons
limev(fe, 1)) = +oo.
e—0

Alors, avec probabilité 1, on a

. log Q.(1)
=5

Lien avec le recouvrement de Dvoretzky. Pour obtenir les résultats de la

—0'(0) (VteR).

section précédente, on exploite 'idée ingénieuse introduite dans [166] pour
comparer le probleme de recouvrement de Dvoretzky a celui du recouvre-
ment poissonien. L’idée est d’introduire les suites (¢],)n>1 et (£ )n>1 définies
respectivement par £, = fpmi1y2 et £y = Llym_1)/241 pour m > 1 et
n € [m(m—1)/24+1,m(m+ 1)/2]. Quand ¢,, décroit suffisamment lentement
vers 0, alors : (i) d’une part les problemes de recouvrements associés respecti-
vement aux arcs (W, wn + ), (W, wn +£,) et (wp, wy, +£1)) sont comparables
entre eux; (7i) d’autre part on peut injecter les recouvrement du cercle par
les (wp,wn + £)) et les (wp,wy, + £) dans le probléme de recouvrement pois-

sonien associé a la mesure v = ) auquel il sont également

m>1 méfm(m+1)/2
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comparables car les suites (£],)n>1 et (£11),>1 sont suffisamment redondantes.
Rendre mathématiquement précise cette comparaison est non trivial (voir [11],
et également [136] pour une preuve du théoreme de Shepp exploitant cette
idée).

Quelques idées pour les démonstrations des théorémes 9.11, 9.12 et 9.13.
Dans les théoremes 9.11 et 9.12, la convergence simultanée des mesures
Q) - NE(Q)), v € AZ'((0,00)) vers des mesures non dégénérées suit une
approche analogue a celle utilisée dans la preuve de la proposition 8.3, en
exploitant la condition (P2) (voir par exemple [8], [11] ou [15]).

Chaque mesure /i, satisfait une propriété analogue a (80) : pour tout entier
m > 2, pour tout w € ¥} . t,, désignant 'extrémité gauche de I,,, on a

Q’y —|w (tw)
—|w| Zm w07
m E(Q:’n—\m) Y’Y(w)
(97) = m QY (tw) exp (= 0NN, -1l ) Vs (w),
ou Y, (w) est la limite de la martingale

—twl—n /@ —1w )Y © SI,, AH
((Qm*\wlfn/Qm,‘m)W)

En labsence d’auto-similarité pour le processus de Poisson (i.e. v(d\) #
adA/A%, on a besoin de la condition Ag(y) > 0 pour avoir un contréle uni-
forme d'un moment d’ordre p > 1 de tous les Y, (w). On peut alors négliger les
termes de la forme log(Y,, ,(w))/n dans I'estimation de la dimension de fi.

piy (L) =

ot < |

Minoration des dimensions des ensembles Fy:(,y. Nous allons donner une idée
de la fagon dont on prouve que ji, est portée par Fy(,) et dimx(jiy) > Az(7).
Pour simplifier le discours, nous supposerons

(98) a=a=lim

Nous désignons simplement @ par «, et commencons par indiquer pourquoi ji
est portée par Fi ().

Pour tout entier k£ > 1, soit ny = inf{n : Ny-» > klog2}. On pose ¢ =
27" . Pour v € R, k > 1 et n > 0 on s’intéresse aux ensembles

Freym) = {t€[0,1]:1ogQu () = (6'(7) + mA., |
{ }

F~=(k,v,m) = qt€[0,1]:logQc, (t) < (0'(7) — mNz,
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Si 'on montre que pour tout n > 0, presque sirement, pour tout vy on a

(99) > 1y (BT (kyy,m) + iy (P~ (K, y,m) < o0,
k>1

alors le lemme de Borel-Cantelli permet de conclure que p. est portée par
: log Q< (t) :
{t € 10,1] : limg 00 WE:— = 9’(7)}. Mais comme N, ~ N, ., et N(t) est

croissante, par définition de Qc(t) cet ensemble est égal & Fyr (4.

Pour tout § > 0, on a

oy (F* (s y,m) / Qer (£)7 exp(—6(0' () + )N-,) dpiy (2).

En admettant ici que @, (t) est quasi constant sur chaque intervalle dyadique
de génération ny, et en utilisant (97) avec m = 2 on obtient

py(FE(kym) = D Qe(tw)’ exp (= 8(6'(7) + Nz )y (L)

weE;k

<) QI (tw)exp (= (8() + 6(8(7) + MmNz, )ewYs (w),

weE;k

le symbole < signifiant ici, et dans la suite, ”a un terme multiplicatif pres qui
n’influe pas sur le résultat”.

L’espérance du terme de droite est exp (6(y+6) — (0(7) + (8" (v) +1))Nz,),
qui pour 0 assez petit est un O(exp(—ndNz,/2)), et O(exp(—ndNg,/2)) =
O(27#m/2) par construction de ex. Donc, 3,1 Euy(FH(k,v,1)) < oo. Le
méme résultat est vrai avec F'*(k,v,n). Donc,_pour chaque v tel que p. est
bien définie (i.e., Aq(7y) > 0), (87) a lieu presque sirement.

On peut améliorer ceci et montrer que (99) a lieu pour tout n > 0, presque
stirement pour chaque v tel que A, (y) > 0. Pour cela, on exploite I’estimation
de py(F*(k,7v,m)) précédente en suivant une démarche analogue, bien que
beaucoup plus technique, a celle adoptée dans la preuve de la proposition 8.4.

Une fois que l'on sait que p, est portée par Fy (), en admettant ici que
les termes de la forme log(Y, ,(w))/n n’influent pas sur la minoration de la
dimension inférieure de y, on obtient en utilisant (97) que p-presque partout,
log i (1k(t)
liminf =L 25 > A .
k—oo —klog2 ()

Majoration des dimensions des ensembles Fy (). La majoration des dimensions

est triviale quand @ = 0.
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Examinons le cas 0 < @ < 0o en assumant encore (98). Pour & > 1, nous
désignons 27 par g,. Siy € R, n > 0 et k > 1, posons

G (ki) = {te[0.1]:1ogQu () < (0/(7) + AL, |

G k) = {tef0.1]:105Qu (1) > (0/() —mAL, |-

puis pour n > 1

Et(n,y,m) =[G (kv,m) et E-(n,v,m) = () G (k,v,m).
k>n k>n

Alors
(100) Fyey € | ET v (YU E-(n,7,m).

n>1 n>1
On montre que lorsque 7 tend vers 0, sup,,~; dim E*(n,v,n) < Aq(y) + o(1)
siy > 0 et sup,, dim E~(n,7,7) < Aa(7) + o(1) sinon. D’apres (100), ceci
est suffisant pou; conclure que dim Fy(,y < Ay (), une dimension strictement
négative signifiant que 'ensemble Fy/ (., est vide.

Suppons v > 0 et fixons n > 1. Pour tout k > n, on peut recouvrir
E*(n,7,n) par la réunion intervalles dyadiques de génération k qui l'inter-
sectent. Notons {Ij;} cette famille, et fixons ¢; € I ;N E™(n,v,n). En admet-
tant ici que @), est quasi constant sur chaque I;;, si s € R, on a

Z\Ik,l\s < ZW,Z\SGXP(—’Y(e’(’Y)‘f‘77)/\/ek)Qek(tl)7
! I

= D0 2 e (= (0'(0) + AL Qe (tu)

wGZS

L’espérance du terme de droite est 2074 exp ((0(y) —v(6'(v) +n)Nz, ). Donc,
sis > 14 (0(y) =70 (7)+n)) limg_.oo Nz, / log(2F), ie. si s > 1+ Aa(7) +arm,
alors presque stirement on a exhibé une suite de recouvrements de plus en plus
fins qui assurent que dim E™ (n,v,n) < s. Ceci étant vrai pour tout tel s et tout
n > 0, comme ces derniers peuvent étre choisis dans une famille dénombrable,
on obtient la bonne majoration de dim Fy/ () pour v fixé presque strement.

On procéde de méme pour v < 0.

En fait, on a obtenu mieux : il existe une suite (7,)p>1 dense dans 'inter-
valle {7 : Aq(y) > 0} et des suites strictement positives (1p)p>, €t (dp)p>1
convergeant vers 0 telles que presque stirement, pour tout p > 1, on a

sup dim E+(n,’yp, Mp) < Aa(p) +90p si 7 >0
n>1
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supdim E™ (n,vp, Mp) < Aa(7p) + 0p sinon.
n>1

Donc, presque strement, pour tout v € {7 : Aq(y) > 0}, en considérant une
sous-suite (7,;);>1 de (7p)p>1 qui converge vers 7 (par dessous si y > 0 et par
dessus sinon) comme Fy () C ﬂ]>1 Uns1 B8 ) (n, Yp;>7p;), on a la bonne
estimation.

Il reste le cas & = +o00. Pour tout n > 0 et n > 1, soit

E~(n,n) = ﬂ {te[0,1] M <¢'(0) —n}
k>n Q_k
Et(n,n) = kg{t €[0,1]: W >60'(0) +n}.

Il suffit de montrer que presque stirement E~(n,n) et E*(n,n) sont vides.

Considérons pour k > 1 la partie entiere py de log, v([27%,1]). Alors, on
sait montrer que Q5 (t) est quasi constant sur les intervalles dyadiques de
génération pg, et de plus on a limg_,oo Ny /log(2P+) = +00. Soit s € R. En
recouvrant £~ (n,n) par des intervalles dyadiques de génération px, k > n, on
obtient un recouvrement {Ij;} tel que pour tout ¢ > 0 on ait

> il Zlsz! exp (8(6'(0) — n)No—k ) Qo—r (1) 0
l

IN

IA

2 2775 exp (3(6/(0) — Ny +) Qs () ~?

wEEpk

Cette fois, 'espérance du terme de droite est
2079k oxp (3(8'(0) — 1) — O(—8))Nar) = O(2079Pk exp ( — Ny /2))

pour ¢ assez petit. Comme limy_ Ny-x/log(2P¥) = 400, on en déduit que
limp o0 )y [kt = 0 y compris si s < 0. Donc E~(n,n) est vide presque
stirement. On montre de fagon identique qu’il en est de méme de E*(n,n).

9.4. Recouvrement dynamique. — Considérons la dynamique sur T
définie par I’application
Tx =2z ( mod1)

et une mesure de Gibbs p4 associée a un potentiel holdérien. Au lieu de
considérer le recouvrement aléatoire de Dvoretzky dont les centres d’inter-
valles {w,} sont supposés indépendants, nous considérons le recouvrement
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dynamique dont les centres sont les différentes positions 7"z de l'orbite de z.
Etant donné d’autre part une suite {r,} C IR™, nous considérons les intervalles

Jp(z) = (T"x —ry (mod 1), T"z +r, (mod 1)).
On s’intéresse, pour les points pg-génériques x, aux ensembles

I(z,{rn}) = 1iTILn Solip In (), F(z,{rn}) =T\ I(z,{rn}).

La questions analogue a celle posée par Dvoretzky dans le probleme de
recouvrement est de savoir pour quelles suites {r,} on a T = I(x,{r,}) pour
pe-presque tout x. Dans le cas ou T # I(x,{r,}), il est naturel de se poser
des questions sur I(z, {r,}) et F(z,{r,}), sur leurs tailles par exemple. Si r,
prend la forme n™" (k > 0), des réponses satisfaisantes & ces questions ont été
obtenues dans [90].

Sans perte de généralité, on suppose que ¢ est normalisé, i.e. la pression
P(¢) est nulle. Soit E_4(t) le spectre multifractal de la somme de Birkhoff de
—¢ (c’est-a-dire de I'entropie locale de p) :

n—1
(101) E_y(t) = dim { z nlLIEO%Z(—¢)(zj) —

J=0

Les réponses seront liées aux quantités

(102) e” = inf )/(—(Z))dl/,

veM(T
(103) €max — /(—¢)dLeb,
(104) et = sup /(—¢)dy
veM(T)

ou e_ et ey sont respectivement I’entropie minimale et maximale locale de fi4,
et M(T) est ’ensemble des mesures de probabilité T-invariantes.

Théoréme 9.14. — Si % > e, alors I(x,{n""}) = T pour pe-presque tout
x; si % < et alors I(z,{n™"}) # T pour pes-presque tout x.

Ce résultat correspond a un résultat de Kahane-Billard pour le recouvre-
ment aléatoire (on pourrait dire que et = e~ = 1), un résultat antérieur a
celui de Shepp cité précédemment (théoreme 9.6).
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Théoréme 9.15. — Pour ug-presque tout x on a
1 siL<e
dim F(x,{n""}) = ) o e
E,(z)(g) S1 P > €max
Théoréme 9.16. — Pour pg-presque tout © on a
% si % < hy,
dim I(z,{n""}) = ¢ E_4(+) si hu, <+ < emax
1 si % 2 €max

La partie concernant le cas % < hy, dans le théoreme 9.16 est essentielle-
ment un ”mass transference principle” pour les mesures de Gibbs qui sont mul-
tifractales. Un tel principe a été obtenu pour des mesures monofractales [32]
(voir aussi [20, 22, 57| pour des travaux sur 'ubiquité hétérogene). La contre-
partie du théoreme 9.16 pour le recouvrement aléatoire a été obtenue dans
[91, 92] et celle pour la dynamique des rotations irrationnelles dans [42, 211].

L’étude de recouvrement dynamique envisagée ci-dessus est étroitement liée
a la fonction d’entropie locale de la mesure de Gibbs p et au temps d’atteinte

7(z,C)=inf{n e N: T"x € C}

ol C' est un intervalle. Nous établissons un résultat clé qui repose sur la pro-
priété de quasi-bernoullicité forte des mesures de Gibbs (voir section 3.2.1).

Lemme 9.1. — Soit a > 0, b > 0, ¢ > 0 et posons K = [29"| L =
|20, N = [2°"|. Soit a > v > max(b — ¢,0) et A > 0. Fizons L inter-
valles dyadiques de génération n : Cp,--- ,CL.

(1) Supposons que pg(Ci) > 2-@=Nn_ Alors pour tout n suffisamment grand
on a

pe{z . 3C € {C;} tel que 7(x,C) > K} <27\

(2) Supposons que pg(C;) < 2@t Alors pour n suffisamment grand on
a

polx : Tz, C;) < K pour N différent intervalles parmi les C;} < 27",

Démonstration. Nous montrons seulement (1). Pour une preuve complete du
lemme, voir [90]. Comme e~ = miny, iny [(—@)dp > 0, on peut choisir le
nombre w dans le théoréme 3.2 tel que 3 < 27¢ |, ot le nombre 0 < 3 < 1
est celui dans le théoreme 3.2. Soit d = d(n) =wn et m = |K/(1 +w)n] — 1.
Nous avons L possibilités pour l'intervalle C'. Fixons un choix C' parmi ces L
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intervalles et notons par Dy, ..., D,, une famille quelconque de m intervalles
dyadiques de génération n (ils peuvent se répéter), qui sont disjoints de C.

Pour lintervalle fixé C, soit G¢ ensemble des points z € T tels que Tz ¢
C pour tout 0 < k < K, et en particulier pour tout k = n+d,--- ,m(n + d).
Alors

M¢(Gc) < Z ,LL¢(D0 N O'_n+dD1 N---N O_m(n+d)Dm).
DOv"'anl

D’apres le théoreme 3.2, on obtient

,U«i)(GC) < (1 + Cﬁd)m—H Z HM¢(U_i(n+d)Di)
Doy D =0

= |+ e - mings(c)]

1 . "
< <1 - QH&HMMCi)) :
Sommons sur les L(< 2™) intervalles C' possibles. On a

pe{z :3C € {C;} tel que 7,(z,C) > K}
<Y ns(Go)
C

1 . m
<2 (1 Fumu(©))

1 2’Yn/(l’ninc’i M¢(Ci)(1+w)n)

< const - 2" - (e_l/Q)QW/(lJM)n

pour n suffisamment grand. [J
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